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Questdo 1 Considere o operador T : R* - R* cuja matriz em relagdo a base canonica é

2 0 0 0
110 0
0 -1 0 -1 (1)
1 1 1 2

@ (1 ponto) Calcule o polindmio caracteristico de T.

@ (1,5 ponto) Calcule o polindmio minimal de T.

® (3 pontos) Determine a forma candnica de Jordan de T.
Solucao.

® O polindmio caracteristico de T é pr(A) = (A — 2)(A — 1)°.

@ As possibilidades para gr(1) sdo (A —2)(A = 1), (A = 2)(A = 1)* e (A — 2)(A — 1)*. Fazendo as
contas, vemos que (T — 2I)(T —I) # 0 mas (T — 2I)(T - I)*> = 0, logo, gr(1) = (A = 2)(A — 1)~

® Vemos que dimker(T — 2I) = 1, portanto, pelo teorema da decomposicdo primaria,
dimker(T — I)*> = 3. Sabemos que a restricdo de T — I a ker(T — I)* é um operador nil-
potente de indice 2, portanto, existe uma base de R* em relagdo a qual T tem matriz

2000
0100
0110
0001

Esta é a forma canodnica de Jordan de T.



Questio 2 Decida se as afirmacgoes a seguir sdo verdadeiras ou falsas, justificando a sua resposta
(respostas sem justificativa ndo serdo aceitas):

® (1 ponto) Um operador T € £ (V) de posto 1 é diagonalizavel ou nilpotente.!
@ (1,5 ponto) Para qualquer T € (V) tal que X(T) C F, tem se que
tr(T® + 3T° + 5T* + 3T* +2) > 2dim V.
® (1 ponto) O operador T : R* —» R? cuja matriz em relacdo a base candnica é (') é
diagonalizavel.

@ (1 ponto) Se T € Z(R’) é tal que pr(A) = (A —2)*(A = 1)? e gr(A) = (A = 2)*(A — 1)* entdo a
forma de Jordan de T é, necessariamente,

20
1 2

— N
N o

— =
)

onde os elementos ndo-indicados sdo nulos.

Solucao.

® (Verdadeiro) Como T tem posto 1, existe uma base de V em relacdo a qual T tem

m 0 ... 0
. ar 0 ... 0 . . . .
matriz | . . . | Em particular, o polindmio caracteristico de T é pr(x) =
a, 0 ... 0

(-1)"x"(x —a;), n = dimV. Se a; = 0 entdo T é nilpotente. Caso contrério, o
polindmio minimal de T é gr(x) = x(x — a;). Como este polindmio s6 possui raizes
simples, segue que T é diagonalizdvel.

@ (Verdadeiro) Como X(T) C F, V admite uma base em relacdo a qual a matriz A
de T é triangular superior. A diagonal de A é formada exatamente pelos autova-
lores Ay,...,A, de T, contados de acordo com sua multiplicidade. Dado um po-
lindbmio qualquer p com coeficientes em IF, vemos que a diagonal de p(A) é da forma
p(A1),...,p(Ay), n = dim V. Em particular, estes tltimos sdo os autovalores de p(T) e,
portanto, tr(p(T)) = Xi_; p(A;). Tomando p(x) = x® + 3x° + 5x* + 3x* + 2, temos que
tr(p(T)) = Ly /\? + 3/\? + 5Aj¥ + 3A]2. +2>2dimV.

® (Falso) Os polindmios caracteristico e minimal de T sdo (A —2)>. Em particular, T ndo
é diagonalizavel, pois seu polindmio minimal tem raizes repetidas.

10 posto de de um operador linear é a dimenséao de sua imagem.



@ (Falso) Outra possibilidade para a forma canonica de Jordan de T é
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