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Questdo 1 Seja T €. RYH o operador cuja matriz em relacdo a base canonica é

(@)

(a)

1 0 0 O
-1 0 0 1
0O 0 -1 0
-1 -1 0 O

(1,5 ponto) Determine os polindmios caracteristico e minimal de T e os autovalores de T'.

Solucao. Fazendo as contas, obtemos que pr(1) = gr(A) =(A-1)(1 + 1)(A%2+1). Os autovalores
deTsaol,—1,i,—i. |

(1,5 ponto) Decida se T é diagonalizavel.

Solucdo. T nio é diagonalizdvel em R* pois possui autovalores nao-reais. 1

Questao 2 Classifique as afirmacodes a seguir em verdadeiras ou falsas, justificando sua resposta (res-
postas sem justificativa nao serdo consideradas):

(a)

(b)

(2 pontos) Se F = C entdo qualquer T € £ (V) possui um subespaco invariante de dimensao 1 e
um subespaco invariante de dimensao n — 1, onde n =dimV.

Solucdo. A afirmacdo é verdadeira. Seja A € C um autovalor de T. Se u € V é um vetor nao-
nulo tal que Tu = Au (aqui foi usada a hip6tese que F = C), entdo o subespaco gerado por u é
um subespaco invariante por T de dimensdo 1. Como pr = prt, segue que A é autovalor de T?,
portanto existe ¢ € V* ndo-nulo tal que T'¢ = Ag. Assim, W = ker ¢ é um subespaco invariante
por T de dimensado n—1. 1

(2 pontos) O operador T € .Z(C3) cuja matriz em relacdo a base canonica é

a 0 1
0 2012 0
1 0 b

é diagonalizdvel para quaisquer a, b € C.

Solucdo. A afirmacdo é falsa. Calculando os polindmios minimal e caracteristico de T, obte-
mos pr(A) = qr(A) = —=(1-2012)(A-2¢)(A-A¢), onde Ag = 3(a+b+v/(a—b)? +4). Se a—b = +2i,
este polindmio tem raizes repetidas, portanto, T ndo é diagonalizdvel. 1

Questao 3 Sejam A, B matrizes n x n sobre C e m um inteiro positivo tais que:



® A™=B"™
@ AB = BA.
Definimos U, = {z€F : 2" =1}.

1. (2 pontos) Se A e B sdao diagonalizaveis e 14,Ap € F sdo autovalores de A, B, respectivamente,
entdo existe z € U, tal que A4 = zAp.

Solucao. Vimos em aula que dois operadores (matrizes) que sdo diagonalizdveis e comutam
sdo simultaneamente diagonalizdveis, i.e., existe uma base de V = C" formada por autovetores
de Ae B. Se ueV éndo-nulo e Au= A u e Bu= Agu, entdo Ay u = A"u=B"u=AFu. Se
um dos autovalores é nulo entido, evidentemente o outro também € nulo. Se ambos sdo néio-
nulos, entdo tomando z = 14/Ap temos z” =1 e A4 = zAp, como queriamos. (Este item pode
ser concluido diretamente, sem a hipotese que A, B sejam diagonalizdveis; basta lembrar que,
pela forma triangular, os autovalores de 7" sao da forma 1™, onde A é autovalor de T.) 1

2. (2 pontos) Use a decomposicdo T = D + N para estender o resultado do item anterior a situa-
¢do em que A, B ndo sao necessariamente diagonalizdveis. Conclua que, se F = C, a equacao
matricial X = I tem exatamente m” solucoes nao-semelhantes entre si.

Solucao. Se A=Dy+ Ny e B=Dg+ Np, com Dy, Dpg diagonalizaveis e N4, Np nilpotentes
comutando entre si, entdo, vimos em sala que A™ = D! + Ny e B" = D! = N, com N, N,
nilpotentes, comutando com Dy, Dp, respectivamente. Logo, por hipétese, DY — D' = N> — Nj.
Como D} — D} é diagonalizavel e nilpotente, segue que D'} — D' = 0. Como Dy, Dp tém os
mesmos autovalores que A, B, respectivamente, o resultado segue. |



