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Questdo 1 Seja T € .Z(R*) o operador cuja matriz em relacdo a base candnica:

1 1 -1 O
01 0 1
1 0 1 -1
0 -1 0 1

(@) (2 pontos) Determine a forma canonica de Jordan de T.

Solucdo. Fazendo as contas, vemos que pr(A) = gr(A) = (A2 -2A+2)? = (A—(1+i)*(A—(1-10)).
Portanto, a forma canonica de Jordan é

1 -1 0 O
1 1 0 O
1 0 1 -1
0 1 1 1

(b) (1,5 ponto) Determine os divisores elementares de T. Decida se T é conjugado ao operador S
cuja matriz em relacao a base canonica é

1 -1 0 O
1 1 0 O
0 0 1 -1
0 0 1 1

Solucdo. O tinico divisor elementar de T é o préprio polindmio caracteristico (1% —21+2)2. Os
divisores elementares de S sdo A2 —21+2 e A2 —21 + 2, portanto, T e S ndo sdo conjugados. 1

(c) (1,5 ponto) Determine a forma candnica de Jordan do operador TC.C* - C*.

Solucdo. O operador T tem os mesmos polindmio caracteristico e minimal que T, conforme
vimos em aula, portanto, a forma de Jordan de T Cg

1+i O 0 0
1 1+i O 0
0 0 1-i O
0 0 1 1-1



Questao 2 (3 pontos) Sejam A, B matrizes n x n sobre F tais que:

O pa=ps=peqa=qs=4q;
@ p nao tem raiz de multiplicidade > 4;

@ ¢ nao tem raiz de multiplicidade 2.

Mostre que A e B sao semelhantes sobre F.

Solucao. Consideremos primeiramente que os autovalores de A e B pertencem todos a [F e es-
crevamos p(A) = (A= A1) ...(A = Ax)™*, com os A;’s distintos. Como p4 = pp = p, segue que A, B
tém os mesmos autovalores 1, ..., A, inclusive com multiplicidades iguais para A e B. Decompondo
gA) = A=AD"...(A— Ak e aplicando o teorema da decomposicdo primdria a cada operador, obte-
mos decomposicoes

V=W;e..oWr=71®...07;

onde W; =ker(A-A1;)"7eZj=ker(B—A;)"/, para j=1,...,k. Como as raizes de p tém multiplicidade
> 4, segue que os subespacos Wy, ..., Wy, Zy,...,Z; tém dimensao < 4 (pois dimW; = dimZ; = rj,
j=1,...,k). Como g ndo tem raizes de multiplicidade 2 (I; # 2), segue que nenhumas das restri¢coes
(A=A j)IWj, (B—A;) z; é nilpotente de indice 2, ou seja, estes operadores sdo nilpotentes de indices
1, 3ou4. Sel; =1, o autovalor A; corresponde a r; divisores elementares A — A1;,...,A — A; tanto
para S quanto para T. Se [; = 3, o autovalor A; corresponde ao divisor elementar (A — 1;); caso
I = 4, o autovalor corresponde ao divisor elementar (A —1;)* (s6 hd uma forma canonica possivel
para operadores nilpotentes de indices 3 e 4 em um espaco vetorial de dimensao 4). Assim, A, B tém
os mesmos divisores elementares, portanto, sao semelhantes.

No caso geral, basta decompor V = W & Z de forma que Aly, Blw tenham somente autovalores
reais e Alz, B|z tenham somente autovalores ndo-reais e aplicar o paragrafo anterior. 1

Questao 3 Sobre o conjunto Ms.5(R) das matrizes reais 5 x 5, considere a equacao
xXt=1. (1)

1. (2 pontos) Mostre que existem em M;5.5(R) exatamente 12 classes de semelhanca de solucoes
para a equacao (1). Determine um representante para cada uma destas classes.

2. (2 pontos) Determine os divisores elementares para cada classe de semelhanca.

3. (1 ponto) Mostre que as solu¢des da equacao (1) sdo diagonalizaveis sobre C.

Solucdo. Seja A € M5,5(R) uma solucdo da equacdo (1). Vemos que g4 divide A* —1 = (12 +
1)(A—1)(A +1). Basta considerar as possiblidades abaixo:

(@) ga(A) =A—-1:Istoimplica que A = I e seus 5 divisores elementares sdao 1,1, 1,1, A;

(b) ga(l) = A+ 1: Isto implica que A = —1I e seus 5 divisores elementares sdao —1,—A, —1,—-A,
—A;

(© ga) = A% +1: Isto ndo pode ocorrer, pois p4 deve ter as mesmas raizes que ¢4; como o
graude p4 € 5, ps deve ter pelo menos uma raiz real.

(d) ga(d) = (A—-1)(A+1): Neste caso, A é diagonalizavel e temos 4 classes de semelhanca de
solucdes com seus respectivos divisores elementares:
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(e)

()

(®

’ Representante \ Divisores elementares ‘

1
(111 ) A-1,A-1,A-1,A-1,A+1
-1

(11_1 A-1L,A-1A+1A+1,A+1
-1

1
(14_1 ) A=1L,A-LA-LA+1,A+1
-1

1
(_14_1 ) A-LA+1LA+1LA+1,A+1
-1

gaAd) = (A - 1)(A% + 1): Nesta situacdo, vemos que A deve ter uma das formas de Jordan

abaixo:
1 1

1 0 -1
1 , 1 0 ,
-1 0 -1
1 0 1 0
onde os elementos nao indicados sdo nulos. Os divisores elementares saio A — 1,1 — 1,1 —
1,A2+1eA—-1,12+1,A2 + 1, respectivamente.

gad) = (A + 1)(A%2 +1): Esta situacdo é andloga a situacao anterior; A deve ter uma das
formas de Jordan abaixo:

onde os elementos nao indicados sao nulos. Os divisores elementares sio A +1,A+ 1,1 +
1,A2+1eA+1,A2+1,A2 + 1, respectivamente.

gaA)=A-1DA+ 1)(A% +1): Neste caso, além de outras duas situacoes ja descritas anteri-
ormente, vemos que A deve ter uma das formas de Jordan abaixo:

onde os elementos nao indicados sao nulos. Os divisores elementares sio A —1,A —1,1 +
1,A2+1eA—-1,1+1,1+1,A% + 1, respectivamente.

Todos os casos estudados produzem matrizes ndo-semelhantes entre si, pois os divisores ele-
mentares sdo distintos. As solucdes sao todas diagonalizaveis sobre C, pois seu polindmio mi-
nimal tem somente raizes de multiplicidade 1.



