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Questdo 1 Seja T € . (RY) satisfazendo as seguintes condicoes:
@ X1 =1{1,-2,1+i,1-i}
@ A% -2 +2 ndo éum divisor elementar de T;
@ A multiplicidade algébrica do autovalor A = -2 é 3;

@ T possui um tnico divisor elementar de grau 1, a saber, A + 2.

(@) (2 pontos) Determine os polindmios caracteristico, minimal e os divisores elementares de T

Solucdo. Temos que g7(A) = (A —12(A+2)%(A% =21 +2), pr(A) = A - 1)2(A+2)3(A% — 21 + 2)?
e os divisores elementares de T sdo (1 —1)%, (1 +2)%, 1 +2, (1% =21 +2)2. |

(b) (3 pontos) Determine a forma canonica de Jordan e a forma racional de T.

Solucdo. Asformas de Jordan e racional de T sdo, respectivamente,

1 0 -1
11 1 2
-2 0 -4
1 -2 1 -4
-2 ) -2
1 -1 0 00 -4
1 1 1 00 8
1 01 - 01 0 -8
0 11 001 4

(c) (2 pontos) Decida se T possui ou ndo um vetor ciclico. Em caso negativo, determine um subes-
paco W invariante por T de dimensiao maxima tal que T'|y possua um vetor ciclico.

Solucao. T ndo possui vetor ciclico, pois pr # gr. O subespaco invariante de maior dimensao
restrito ao qual T possui um vetor ciclico é W = ker(T — 1)2 @ ker(T? — 2T +2)2. de dimensio 6.
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Questao 2 Considere a matriz

O = = O
—-— 0 O -
=]

|

o

cujos elementos nao-indicados sdao nulos.

@ (2 pontos) Determine os polind6mios caracteristico, minimal e os divisores elementares de A.
(Pelo amor de Deus, ndo faca contas!!)

Solucdo. Como T estd naforma de Jordan, seus divisores elementares sdo (1 +1)3, (1 +2)2, (A +
2)2,(A? + 1)2, seu polindmio caracteristico é pr(1) = (A + 1)3(A +2)*(A% + 1)? e seu polindémio
minimal é g7 (1) = (A + 1)3(A +2)2(A% + 1)2. |

@ (2 pontos) Determine a forma racional de T.
Solucdo. A formaracionalde T é
-1

1 -1
1 -1

S = = O
—-— 0 O =

Questdo 3 Sejam T € .Z (V) e W}, W, <V subespacos invariantes para T tais que V = W; & W,. Deno-
temos por 711, T, as restricdes de T a W, e W», respectivamente.

1. (2 pontos) Prove que g7 € o minimo multiplo comum entre g, € gr,.

Solucao. Como g7(T) =0, segue que g7, € gr, dividem g7. Se p € um multiplo comum de g7,
e qr,, entdo, p(T) =0, logo, gr divide p. Isso mostra que gr é o minimo multiplo comum entre
qar, e qr,. |



2. (3 pontos) Prove que se T; e T» tém vetores ciclicos u;, uy, respectivamente, e gr,, gr, sao rela-
tivamente primos (i.e., ndo tém fatores em comum), entdo v = u; + up € um vetor ciclico para
T.

Solucao. Temos que qr,,u, = g1, € 4T,,u, = q1,. Para ver que v é vetor ciclico para T, basta
provar que qr,, tem grau n = dimV. Se p(T)v = 0, entdo, pela invariancia de W; e W, segue
que p(T)u; = p(T)uy =0, e portanto, gr, e g, dividem p. Como estes ultimos sdo relativamente
primos, o produto g7, g1, divide p; em particular, gr, gr, divide gr,,. Como u; e uy sdo vetores
ciclicos para Ty, T, segue que qr, e g, tem graus n; = dimW,, ny = dimW,, respectivamente.
Em particular, g7, tem grau igual a n; + n, = dimV, logo, v é vetor ciclico para T. 1

Questao 4 Considere a matriz

2
—4
1 4
00 1
1 0 -3
A= 01 3
-5
1 2
1 -1

cujos elementos nao-indicados sdo nulos.

1. (2 pontos) Determine os polin6mios caracteristico, minimal e os divisores elementares de T.

Solucdo. A matriz dada é formada por matrizes companheiras ao longo da diagonal. Seu
polindmio caracteristico é pr(A) = (1-2)*(1-1)3(1+3)(A2—21+5). A parte de T correspondente
ao ultimo bloco é diagonalizavel com autovalores —3 e 2. O polindmio minimal de T, portanto,
é gr(1) = (A+3)(A-2)%(A-1)3(A% =21 +5). Os divisores elementares de T sdo A —2, A —2, 1 +3,
(A-2)% (A-1)°eA* -2 +5. I

2. (3 pontos) Determine a forma canonica de Jordan e a forma racional de T.

Solucao. Asformas de Jordan e racional de T sdo, respectivamente,

2 2
2 0 —4
-3 1 4
00 1
1 2 10 -3
1 © 01 3
11 5
11 1 2
1 - 2
-3




