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Questdo 1 Suponhamos que V seja um espaco munido de produto interno e % = {ey, e} seja

uma base ortonormal de V. Considere o operador T € Z(V) cuja matriz em relacdo a base % é

21
00/

(a) (2 pontos) Encontre a decomposicdo em valores singulares de T, i.e., encontre bases
ortonormais {u, o} e {v;, v2} de V e niimeros reais 01, 0, > 0 tais que Tu; = ojv;e T"v; = oju;,
paraj=1,2.

Solugdo. A matriz de T"T em relagdo a % é (5 7), cujos autovalores sdo 5 e 0. Portanto, T
tem somente um valor singular, a saber o1 = V5. Pondo u; = %(Zel +e))eup = %(el —2e),
temos que € = {u;,uy} é uma base ortonormal de V tal que T"T(u1) = 5u; e T"Tu, = 0.
Definindo v; = %T(ul) = e e Uy = e, temos que Tu; = V501, Tu, = 0 e T'v; = V5uy,
T*v, = 0, como queriamos. |

(b) (2 pontos) Calcule a matriz de |T| em relagdo a base %.

Soluc¢do. Usando a notacdo do item anterior, temos, por defini¢do, que |T|u; = V5u; e
|T|u, = 0. Como a matriz M 44 de mudanga de base de & para ¢ é % 2 L) esua inversa

é Myy = —%(ﬁ 5h), temos que a matriz de |T| em relagdo a base % é
o (VB 0N, o 1(2 1)(v5o)(-2-1)_ 1/ (42
Voo™ "5\(1 2l oo)l-1 2/ pBl21

Questdo 2 Considere em F° o subespaco W, gerado pelos vetores u; = (1,0,1,-1,2), u, =
0,1,1,0,1), u3 =(0,0,1,-3,5), us = (1,1,3,-4,8) e us = (1,0,2,-4,7) e o subespaco W, formado
pelas solugdes do sistema linear

X1 +2x —x5=0
Xo+x3—X4+2x5=0

(a) (1,5 ponto) Encontre o valores de a1, 45,43 e by, by, by para os quais W; é o conjunto-solugao
do sistema linear
A1X1 + Xy + azxz + x4 =0
{ b1x1 + bzXz + b3X3 +x5=0



(b)

Solugdo. Escalonando, vemos que os vetores u1, u,, u3 sdo linearmente independentes e
14 e Uz sdo combinacgdo linear de u;, 1y, u3. Um funcional linear ¢(xy, ..., Xs5) = a1x1+. . . +asx5
pertence a W{ se e s6 se ¢ é da forma

Q(x1,...,x5) = as(=2x1 — 3x2 + 3x3 + x4) + as5(3x1 + 4x2 — 5x3 + x5) .

Em particular, os nimeros procurados sdoay = —=2,a, = =3,a3 =3eb; =3,b, =4, b3 = 5.

(1,5 ponto) Calcule as dimensodes de Wy N W, e Wy + W,.

Solucdao. Como o sistema que define W, é triangular, a dimensdo de W, é 5 -2 = 3.
Evidentemente, dim W; = 3. A interseccdo W; N W, é 0 espaco solugdo do sistema

X1+2x%—x5 = 0
Xo+X3—X3+2x5 = 0
—2x1 — 3%, + 3X3 +xy = 0 7
3x1+4x, —5x3+x5 = 0

o qual, depois de escalonado, nos dd um sistema equivalente na forma triangular

X1+2x—x5 = 0
Xo+X3—x4+2x5 = 0

X3+x4—x5 = 0 7
Xg+x5 = 0

O espaco solucdo deste ultimo sistema tem dimensdo 1, portanto, dim(W; N W,) = 1
e dim(W; + W,) = dimW; + dimW, — dim(W; " W,;) = 3 +3 -1 = 5. Em particular,
W1 + Wz = . |

Questdo 3 Prove as afirmagdes a seguir:

(a)

(b)

(1,5 ponto) Se T € Z(R?) é tal que T?> — 6T + 131 = 0 entdo existe uma base de R? em relagdo
a qual T tem matriz (3 7).

Solugdo. Como o polindmio p(A) = A? — 6A + 13 tem raizes 3 + 2i e 3 — 2i, segue que este
é o polindmio minimal do operador T. Considerando a complexificagdo T¢ de T, temos
que TC é diagonalizdvel sobre C, i.e., existez = u + iv € C?, u,v € R? tal que Tz = (3 + 2i)z
e T(z) = (3 —2i)z. Tomando partes real e imagindria, concluimos que {1, —v} é uma base de
R? em relagdo a qual T tem matriz (3 7). |

(1,5 ponto) Se V é um espaco com produto interno entdo dado qualquer T € Z(V) e
qualquer base ortonormal {e;, ..., e,} de V, existem R, R” € O(V) tais que todo vetor de % é
autovetor de RTR’.

Solugdo.  Pelo teorema da decomposi¢do em valores singulares, existem bases orto-
normais {uy,...,u,}, {v1,...,0,} de V tais que Tu; = ov; para j = 1,...,n. Considere os
operadores R, R’ € Z(V) dados por R'(¢;) = uje R(vj) =ej, j=1,...,n. Assim,

RTR,(BJ') = RT(u]-) = R(G]"(J]‘) =o0j¢;,

paraj=1,...,n. |



