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Lista 3

P Séries de números reais

1. Verifique se as séries abaixo convergem, justificando suas respostas:

(1)
∑∞

n=1
n+5

(n+1)3 (2)
∑∞

n=1
n

(1+n2)p , p > 0 (3)
∑∞

n=1
1+2n

1+3n (4)
∑∞

n=1

(2n+7
9n−1

)n

(5)
∑∞

n=1 e−nn! (6)
∑∞

n=1
n!
nn (7)

∑∞
n=1

p
n

n+2 (8)
∑∞

n=1(
p

1+n2 −n)

(9)
∑∞

n=1
(2n)n

n2n (10)
∑∞

n=1
3n n2

n! (11)
∑∞

n=1
1

n1+1/n (12)
∑∞

n=1

3pn+2
4p

n3+3
5p

n3+7

(13)
∑∞

n=1 5n
( n

n+1

)n2

(14)
∑∞

n=1
logn
np en , p > 0 (15)

∑∞
n=1

1
(logn)p , p > 0 (16)

∑∞
n=1

logn
np , p > 0

2. (Critério de comparação no limite) Sejam
∑∞

n=1 xn e
∑∞

n=1 yn séries de números reais e

α
.= limsup

n→∞
|xn |
|yn |

∈ [0,+∞] .

¬ Se 0 <α<+∞ então
∑∞

n=1 xn converge absolutamente se e só se
∑∞

n=1 yn converge absolu-
tamente.

­ Se α= 0 e
∑∞

n=1 yn converge absolutamente então
∑∞

n=1 xn converge absolutamente.

® Se α=+∞ e
∑∞

n=1 |yn | diverge então
∑∞

n=1 |xn | diverge.

¯ Use este resultado para analisar as séries abaixo:

(i)
∑∞

n=1

8p
n7+3n3−2
6p

n9+7n2

(ii)
∑∞

n=1
1

(n logn)p , p > 0

(iii)
∑∞

n=1
np

e−an , a, p > 0

3. Mostre que se
∑∞

n=1 xn converge absolutamente então
∑∞

n=1 x2
n ,

∑∞
n=1

xn
1+xn

e
∑∞

n=1
x2

n

1+x2
n

também

convergem absolutamente.

4. Seja
∑∞

n=1 xn uma série de termos positivos. Mostre que

liminf
n→∞

xn+1

xn
≤ liminf

n→∞
n
p

xn ≤ limsup
n→∞

n
p

xn ≤ limsup
n→∞

xn+1

xn
.

Em particular, se existe limn→∞ xn+1
xn

então também existe limn→∞ n
p

xn e ambos são iguais.

5. Use o exercício anterior para calcular:

(i) limn→∞ n
npn!

(ii) limn→∞ 1
n

n
p

(n +1)(n +2) · . . . · (2n)
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(iii) limn→∞ n
√

(2n)!
n!2

6. Suponha que limn→∞ xn = a.

¬ Mostre que limn→∞ x1+...+xn
n = a.

­ Se xn > 0 para todo n ∈N, mostre que limn→∞ n
p

x1 · . . . · xn = a. Conclua, em particular, que
se existe o limite limn→∞ xn+1

xn
então existe limn→∞ n

p
xn .

7. (Critério de condensação de Cauchy) Seja {xn} uma sequência monótona decrescente de núme-
ros positivos. Mostre que

∑∞
n=1 xn é convergente se e só se

∑∞
n=1 2n x2n o é.

8. Use o exercício anterior para analisar as séries abaixo:

¬
∑∞

n=1
1

np , p > 0

­
∑∞

n=1 np (logn)q , p, q ∈R
®

∑∞
n=1

1
n logn loglogn

9. Neste exercício, estudaremos o crescimento das somas parciais da série harmônica. Pressupo-
remos conhecimento elementar da integral de Riemann.

¬ Do cálculo I, sabemos que log x = ∫ x
1

d t
t , para qualquer x > 0. Interpretando a integral

como área abaixo do gráfico, mostre que

1+ 1

2
+ . . .+ 1

n
≤ 1+ logn ,

para todo n ≥ 2.

­ Mostre que log10 < 12
5 e conclua que para qualquer m ∈N,

1+ 1

2
+ . . .+ 1

10m
≤ 1+ 12m

5
.

Isso mostra que, embora a série harmônica seja divergente, suas somas parciais crescem
muito lentamente. (Por exemplo, 1+ 1

2 + . . .+ 1
101000 ≤ 2401.)

® Considere a sequência xn = 1+ 1
2 + . . .+ 1

n − logn, n ≥ 1. Mostre que {xn} é uma sequência
decrescente limitada inferiormente. O número

γ
.= lim

n→∞1+ 1

2
+ . . .+ 1

n
− logn

é chamado de constante de Euler-Mascheroni.

10. Se p é um polinômio de grau 1 então
∑∞

n=1
1

p(n) converge.

11. Seja
∑∞

n=1 yn uma série divergente de termos positivos e xn > 0 tais que xn+1
xn

≥ yn+1
yn

para todo n
suficientemente grande. Mostre que

∑∞
n=1 xn também é divergente.

12. Dada uma série
∑∞

n=1 xn , seja x+
n = max{xn ,0} e x−

n = max{−xn ,0}, n ∈ N. As séries
∑∞

n=1 x+
n e∑∞

n=1 x−
n são chamadas de parte positiva e parte negativa da série

∑∞
n=1 xn .
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¬ Mostre que x+
n ≥ 0, x−

n ≥ 0 e xn = x+
n −x−

n e |xn | = x+
n +x−

n , para todo n ∈N.

­ Mostre que se
∑∞

n=1 xn é condicionalmente convergente então
∑∞

n=1 x+
n =∑∞

n=1 x−
n =+∞.

® Mostre que se
∑∞

n=1 x+
n = ∑∞

n=1 x−
n = +∞ então

∑∞
n=1 xn não pode ser absolutamente con-

vergente.

¯ Mostre que
∑∞

n=1 xn é absolutamente convergente se e só se
∑∞

n=1 x+
n e

∑∞
n=1 x−

n o são e∑∞
n=1 xn =∑∞

n=1 x+
n −∑∞

n=1 x−
n .

13. Sejam
∑∞

n=1 xn e
∑∞

n=1 yn séries de números reais.

¬ Mostre que se
∑∞

n=1 xn converge e xn ≥ 0 para todo n ∈N então
∑∞

n=1
p

xn xn+1 converge.

­ Encontre um exemplo em que
∑∞

n=1 xn converge mas
∑∞

n=1
p

xn diverge.

® Mostre que se
∑∞

n=1 x2
n e

∑∞
n=1 y2

n convergem então
∑∞

n=1 xn yn converge absolutamente e

∞∑
n=1

|xn yn | ≤
( ∞∑

n=1
x2

n

)1/2 ( ∞∑
n=1

y2
n

)1/2

.

¯ Mostre que se
∑∞

n=1 x2
n e

∑∞
n=1 y2

n convergem então
∑∞

n=1(xn + yn)2 converge e( ∞∑
n=1

(xn + yn)2
)1/2

≤
( ∞∑

n=1
x2

n

)1/2

+
( ∞∑

n=1
y2

n

)1/2

.

14. Seja
∑∞

n=1 xn uma série e ϕ :N→N uma função bijetora.

¬ Encontre uma série convergente
∑∞

n=1 yn e uma bijeção ϕ :N→N tais que
∑∞

n=1 yϕ(n) não
seja convergente.

­ Se xn > 0 para todo n ∈N, mostre que
∑∞

n=1 xn = sup
{∑N

n=1 xn : N ∈N}
.

® Mostre que se
∑∞

n=1 xn é absolutamente convergente então
∑∞

n=1 xϕ(n) o é e
∑∞

n=1 xϕ(n) =∑∞
n=1 xn .

15. Seja {un} uma sequência de números positivos e definamos pn = u1 · . . . ·un , n ≥ 1. Quando a
sequência {pn} for converge para um número diferente de zero, dizemos que o produto infinito∏∞

n=1 un é convergente, e o valor de
∏∞

n=1 un é, por definição, limn→∞ pn .

¬ Mostre que
∏∞

n=1

(
1± 1

n

)
são divergentes.

­ Mostre que se
∏∞

n=1 un converge então xn → 0.

® Mostre que
∏∞

n=1 un converge se e só se
∑∞

n=1 log an converge.

¯ (Critério de Cauchy para produtos infinitos) Mostre que
∏∞

n=1 un converge para um nú-
mero 6= 0 se e só se dado ε> 0 existe N ∈N tal que para qualquer k > 0 tem-se

|uN uN+1 · . . . ·uN+k −1| < ε .

° Use a desigualdade 1+x ≤ ex , válida para todo x ∈R, para mostrar que se xn > 0 para todo
n ∈N, então

∏∞
n=1(1±xn) converge se e só se

∑∞
n=1 xn converge.

± Verifique se os produtos infinitos abaixo são convergentes:
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i.
∏∞

n=1

(
1− 2

n(n+1)

)
ii.

∏∞
n=1

(
1− n5+7n2

2n2

)
iii.

∏∞
n=1

(
n3−1
n3+1

)
iv.

∏∞
n=1

(
n7+n6−n+4
n7+3n2−1

)
v.

∏∞
n=1

(
n2+3n−1

2n2+1

)
² Mostre (ou, pelo menos, convença-se!) que para qualquer s > 1 temos

∞∑
n=1

1

ns
=

∞∏
k=1

1

1−p−s
k

,

onde 2 = p1 < 3 = p2 < 5 = p3 < . . . denota a sequência dos inteiros primos. (Dica: Faça
Pm = Πm

k=1
1

1−p−s
k

e escreva cada fator 1
1−p−s

k
como soma de uma série geométrica. Mostre

que 0 ≤∑∞
n=1

1
ns −Pm ≤∑∞

n=m
1

ns para todo m ∈N.)

16. Sejam
∑∞

n=1 xn e
∑∞

n=1 yn séries de números reais. O produto de Cauchy de
∑∞

n=0 xn e
∑∞

n=0 yn é a
série

∑∞
n=0 zn cujo termo geral é zn

.=∑n
j=0 x j yn− j , para cada n ≥ 0.

¬ Mostre que o produto de Cauchy da série
∑∞

n=0
(−1)np

n+1
por si mesma é uma série divergente.1

­ Mostre que se
∑∞

n=0 xn e
∑∞

n=0 yn são absolutamente convergentes então o seu produto de
Cauchy é convergente.

17. Sejam
∑∞

n=0 xn uma série absolutamente convergente e
∑∞

n=0 yn uma série convergente. Neste
exercício, vamos provar o resultado originalmente devido a F. Mertens que diz que o produto de
Cauchy

∑∞
n=0 zn de

∑∞
n=0 xn por

∑∞
n=0 yn é convergente.

¬ Sejam An =∑n
j=0 x j , Bn =∑n

j=0 y j e Cn =∑n
j=0 z j , n ≥ 0. Mostre que

Cn =
n∑

j=0
B j xn− j =

n∑
j=0

(B j −B)xn− j +B An

para cada n ≥ 0.

­ Usando a expressão acima e o fato que
∑∞

n=0 xn converge absolutamente, mostre que {Cn}
converge para AB .

18. Verifique se as séries abaixo convergem absolutamente, condicionalmente ou divergem:

(1)
∑∞

n=1
(−1)n nn

(n+1)n+1 (2)
∑∞

n=1
(−1)n

(1+n2)p , p > 0 (3)
∑∞

n=1
(−1)n

n (4)
∑∞

n=1(−1)n logn
np , p > 0

(5)
∑∞

n=1(−1)nn!e−n (6)
∑∞

n=1
(−1)n

(logn)p , p > 0 (7)
∑∞

n=1(−1)n
p

n
n+1 (8)

∑∞
n=1(−1)n 2·4·...(2n)

3·5·(2n+1)

P Topologia da reta

19. Sejam X ,Y ⊂R conjuntos abertos. Mostre que

1Dica: Mostre que o termo geral zn da série produto é uma soma de n +1 parcelas que excedem, em módulo, 1/n +1.
Em particular, |zn | ≥ 1 para todo n ∈N.
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¬ X ∩Y e X ∪Y são abertos;

­ X +Y é aberto;

® X ·Y é aberto;

¯ Int(X ∩Y ) = ∫
X ∩∫

Y e Int(X ∪Y ) ⊃ Int X ∪∫
Y ;

20. Prove os ítens (1), (2) e (3) do exercício anterior substituindo a palavra abertos por fechados. O
ítem (4) é verdadeiro se substituirmos interior por fecho?

21. Mostre que as afirmações abaixo são equivalentes a respeito de um subconjunto não-vazio X ⊂
R:

¬ X é limitado;

­ Todo subconjunto infinito de X possui ponto de acumulação em R.

® Toda sequência em X possui subsequência convergente.

22. Se X é limitado superiormente, mostre que sup X é o maior ponto de acumulação de X . Analo-
gamente para o ínfimo.

23. Mostre queQ e R\Q são densos em R.

24. O comprimento de um intervalo limitado I é definido por `(I ) = sup I − inf I . Caso I seja ilimi-
tado, escrevemos `(I ) =∞.

¬ Mostre que `(I ∪ J ) ≤ `(I )+`(J ), podendo ocorrer a desigualdade estrita.

­ Se {Iλ}λ∈Λ é uma família de intervalos, tais que [a,b] ⊂⋃
λ∈Λ Iλ então existem λ1, . . . ,λn ∈Λ

tais que I ⊂⋃n
j=1 Iλ j e `(I ) ≤∑n

j=1`(Iλ j ).

25. Mostre que a intersecção de uma família qualquer de compactos é compacta e a reunião de uma
família finita de compactos é compacta.

P Limites e continuidade

26. Mostre que as funções abaixo são contínuas em seu domínio:

¬ f (x) = n
p

x, n > 1, x > 0;

­ f (x) = p(x)
q(x) , p, q polinômios em R, com q não-identicamente nulo;

® f (x) = ex ;

¯ f (x) = log x;

° f (x) = ax e g (x) = loga x, para a > 0, a 6= 1

27. Seja f : I →R uma função monótona, com I ⊂R um intervalo.

¬ Mostre que sempre existem os limites laterais limx→a± f (x) para qualquer a ∈ I .

­ Mostre que o conjunto de pontos de descontinuidade de f é um subconjunto enumerável
de I .
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