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Lista 2
v¢ Integracao imprépria

1. Classifique as integrais improprias em divergentes, absolutamente convergentes e condicional-
mente convergentes (a, > 0):
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2. Calcule a derivada das seguintes funcoes:
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3. Seja f uma funcao continua em um intervalo I/ contendo a origem e seja
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5. (Fun¢dao Gamma) A funcdo Gamma é definida por

Prove que y" +y = f(x) e y(0) = =0, paratodo x € I.
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para x > 0.

(a) Mostre que I" é bem-definida, i.e., que a integral acima é convergente para todo x > 0.
(b) Use integracao por partes para mostrar que I'(x + 1) = xI'(x), para todo x > 0.

(c) Useindug¢do em n para mostrar que I'(n) = (n—1)! para todo inteiro n > 0. Isso mostra que
a funcao I' é uma extensao da funcao fatorial para todos os reais positivos.



(d) Use o item (b) para definir I' em toda a reta, exceto nos inteiros nao-positivos.
(e) Mostre que lim,_ o+ xI'(x) = 0.

(f) Mostre que I' é uma func¢ao infinitamente diferenciavel (exceto nos inteiros nao-positivos)
e calcule suas derivadas.

(g) Mostre que
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6. Para x,y >0, considere a fun¢ao Beta de Euler definida para x, y > 0 por

1
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(a) Verifique que B é bem-definida (i.e., a integral converge).
(b) Mostre que B(x, y) = B(y, x), para x,y > 0.
(c) Mostre que
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7. (Transformada de Laplace) Dada f : (0,+00) — R, a transformada de Laplace de f é definida
como

ZLfx)= foo e f(ndt,
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para x > 0. A transformada de Laplace é uma ferramenta muito ttil para resolver certas equa-
coes diferenciais.

(a) Dizemos que f é de crescimento exponencial se existem «, a, M > 0 tais que | f ()| < Me*!
para todo ¢ > a. Mostre que se f € de crescimento exponencial entdao .Z f é bem-definida
(i.e., aintegral converge) para todo x > 0.

(b) Mostre que se f é de crescimento exponencial e diferencidvel entdao £ (f')(x) = x.Z f (x) —
f(0). Encontre uma férmula semelhante para .2 (f")

(c) Seja Hy afuncdo que vale 1 se r = a e zero se 0 < t < a. Calcule .Z Hy (x).
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(d) Verifique as seguintes igualdades (n € N):
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8. (Funcao Erro) A func¢ao Erro é definida por
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(a) Mostre que a funcao erf é bem-definida, i.e., a integral acima converge.
(b) Esboce o gréfico da funcao erro.
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(c) Mostre que [~ > e” " dt = /7 e use este fato e a mudanga de varidvel t* = u para mostrar
queI'(1/2) = /7.

9. (Funcdo seno integral) A funcao Seno integral é definida como

-
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(a) Mostre que a funcao Si é bem-definida, i.e., a integral acima converge.

(b) Esboce o grafico de Si e mostre que lim,_., Si(x) = /2.
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10. Seja f :[a,00) — R continua e assuma que exista a integral imprépria f fx)dx.
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(a) Everdade que lim,_, f(x) = 02 Caso seja falso, encontre um contra-exemplo.

(b) Assuma que f(x) > 0 para todo x > a. E verdade que lim,_., f(x) = 02 Caso seja falso,
encontre um contra-exemplo.

(c) Mostre que se f é decrescente e f(x) > 0 para todo x > a entdo limy_.o, f(x) =0

11. Determine para que valores de t € R as seguintes integrais sdo uniformemente convergentes:
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12. Verifique as igualdades abaixo (m, n sdo inteiros positivos e a, y > 0)*:
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INeste problema, Ei denota a funcao exponencial integral definida por Ei(x) = f %d t.
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