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“¢ Sequéncias de funcaes

L. Verifique o tipo de convergéncia das se

(a>0):

(1) ﬁ: (x) =

(4) fu(x) =

(7) fr: (x) =

(10) fa(x) =

(13) fu(x) =sin(x/n), D =

x/n, D=

nsin(x/

X
2+1

R

n),D=R

,D=R

nx?
e~

x2014 1’

D=R

+1

[a, b]

(16) fr(x) = nxe“”xz, D=R

(19) fu(x) =
(22) fn(x) =

(25) fu(x) =cos" x, D

(28) fulx) =

(B1) fulx) =

(B4) fux)=n(¥Yx-1),D=
(B7) fulx) =

(40) fr(x) =

n

n

1-cos(nx)

D =[0,00)
D=
2+ n2
=[0,7]
x"(1-x)",D=10,1]

[a, b]

nx + x2

n2

—-x/n

yD=R

D =[0,00)

Lista3

) fu(x)=x/n, D =[a, b

(5) fulx) =1/nx*, D=R\ {0}

8) fu(x) = y D=R

(11) fu(x) =sin(x/n), D=R

(14) f,,(x) =cos(nx), D=R

(=1)"
(17) fulx) = i D =10,a]
n
20) fu(x) = D =10,a]
1 —
(23) fu(x) = 17 22" D=10,1]
26) () = 20D 0,71
(29) fu(x) = x?e™"*, D = [q, b]
x.ﬂ
(32) fulx) = g D=]0,1]
(35) fulx) =x%e™™ D=R

(38) fu(x) = nx(1-x"" D =0,1]

=-x/n

(41) fu(x) = D =10,a]

quéncias de fungbes abaixo nos dominios D indicados
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- Mostre que se {f,} é uma sequéncia mondrona de fungoes reais continuas definidas em la, b

que converge pontualmente para uma funcéo continua f : [4, b] — R entdo a convergencia é, de
fato, uniforme em [a, D]. (Teorema de Dini)

Mostre que se {f},} converge uniformemente em X; e em X», entdo {f,} converge uniforme-
mente em X; U X;. O resultado pode ser estendido para qualquer quantidade finita de conjun-
tos. E para uma quantidade infinita de conjuntos?

Mostre que se {f,} converge uniformemente em X, entao {f,} converge uniformemente em
qualquer subconjunto de X.

. Uma funcao ¢ : [a,b] — R é dita simples se existem E, .- En < [a, b] tais que ¢ é constante

em cada um dos E;’s. Mostre que toda fungao limitada f : [a, b] — R é limite uniforme de uma
sequencia de fungdes simples.

Uma fungao continua g :la, bl — R é dita linear por partes se o seu gréfico consiste de uma
quantidade finita de segmentos de reta. Mostre que toda funcdo continua f:la,b] — R é limite
uniforme de uma sequéncia de fungdes lineares por partes.

. Sejam fy,g,: X — R sequencias de fungdes tais que fn— f e gy — g uniformemente.

® Mostre que f, + g, — f + g uniformemente.

@ Se {a,} é uma sequéncia de niimeros reais tal que a, — aentdo a, f,, — af.

@ Mostre que f,, &n — [ g pontualmente, mas a convergencia pode nao ser uniforme.

@ Mostre que se { Jn} e {gn} sdo sequéncias limitadas entao Jn&n — fg uniformemente.

® Se existe @ > 0 tal que |f,(x)| = a paratodos neNe x € X, mostre que 1/ f,, — 1/f.

® Sep:R—Réuma fungao uniformemente continua, mostre que @o f,, — o f uniforme-
mente,

Seja f:R— R uma funcao e considere a sequéncia de fungoes f,(x) = fx+1/n), xeR, neN.

® Mostre que f, — f pontualmente se e s6 se f € continua em R.

@ Mostre que f,, — f uniformemente se e s6 se [ € uniformemente continua em R.
Seja f, : R — R uma sequéncia de fungdes que converge pontualmente para f: R — R e {a,}
uma sequéncia de niimeros reais que converge para a.

® Mostre que a sequéncia g, (x) = f,(x + a,,) converge pontualmente para f(x + a).

@ Que condigdes devemos assumir paraque g,(x) — f(x+ a) uniformemente?
x\n
Considere a sequéncia de funcgoes f,(x) = (l + ;] , XER, neN.

@ Mostre que f,, — e* pontualmente.

@ Mostre que f, — e* uniformemente em cada intervalo la, b] cR.

n n
n*+ V/n! e [P+ (n+1)" .
® Mostre que | ———| —lleg| _+n+1)7 — e°.
n2 nh+l
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Mostre que uma sequéncia de fungées f, : X — R converge uniformemente para f: X — R se e
SO se
JL“C}OiEE'ﬁ‘(x)‘ﬂx” =0.

Seja B(X) o conjunto das funcoes limitadas f: X — R munido das operagdes usuais de soma,
produto escalar e produto de fungées. Defina, para f eB(X),

I flleo = sup| f(x)].

xeX

(@) Mostre que || fllo =0 € || flloo =0se e s6 se f =0, para toda f e B(X).

(b) Mostre que [@ flloo = |||l flloo, para todos @ € R e f eB(X).

() Mostre que || f + glloo < I flles + llglloos para todas f,g € B(X).

(d) Dadas f, € B(X), mostre que f,: X — R converge uniformemente para f: X — R se e s6 se
limy;—eo | fr = flloo = 0.

(e) Mostre que {f,} < B(X) é uma sequéncia de Cauchy no sentido descrito em aula se e s6 se
dado € > 0 existe N € N tal que || fn = fimlleo < € para todos m, n = N.

(f) Encontre uma sequéncia {f,,} ¢ B(X) tal que || fullo = 1, n €N, que ndo possui subsequén-
cia uniformemente convergente.

Sejam D c [a, bl densoe f), : [a, b] — Ruma sequéncia de fungoes continuas tal que f;,(x) — f(x)
uniformemente para todo x € D. Mostre que se f é uniformemente continua entio Jn—f
uniformemente em [a, b).

Seja fj, : [a,b] — R uma sequéncia de funcgoes tal que, para toda sequéncia convergente {x,} c
la, b] tem-se que f,(x,) — 0 uniformemente. Mostre que f, — 0 uniformemente.

Seja fp : [0,1] — R uma sequéncia de fungées tais que | fn(x) = fa(y)] = |x—yl, paratodos x, y €
[0,1], n€N. Se f, — f pontualmente, mostre que a convergéncia é, de fato, uniforme.

Seja {ry,...,r, ...} uma enumeracao dos racionais em [0, 1]. Para cada n € N considere a funcao
Jfn:10,1] — R definida como 1 em cada um dos pontos ry,...,r, e zero fora. Mostre que f;,, — y
pontualmente, onde y é a funcao de Dirichlet (vale 1 nos racionais e zero fora). Portanto, o limite
pontual de fungdes integraveis segundo Riemann pode nio ser integravel segundo Riemann.

Seja I < R um intervalo, xo € I e f,, : I — R uma sequéncia de fungdes que converge unifor-
memente para f em I\ {xo}. Se existe lim,_.y, f,(x) para cada n € N, entdo existe limy_ y, f(x)
e

i, F0) = lim, i, fo0).

Dado um intervalo I cR e 1 < p < oo, dizemos que uma sequéncia fy : I — R converge para
f:I—Rnanormal?” se

lim ff ) = FOIPdx — 0.

Este fato serd denotado por f,, — f (LP).

(@) Mostre que se I é limitado entdo convergéncia L! implica convergéncia L? para todo p > 1.



(b)

(©)

(d)
(e)

Mostre que se / ¢é limitado entdo convergéncia uniforme implica convergéncia L? para
todo p > 1.

Considere a sequéncia f}, : [0,1] — R dada como segue: fixado n = 1, escreva n = 28+ 1, com
[+1

2k ok
mas {f,} ndo converge nem pontualmente para nenhuma funcgao f:(0,1] — R.

0<1!<2kedefina fn valendo 1 no intervalo e zero fora. Mostre que f,, — 0 (L})

Mostre que f,(x) =x", 0<x <1, converge para zero na norma L”.

Seja fy, : [0,1] — R a funcdo linear por partes que vale zero nos intervalos [0,1/n], [2/n,1] e
vale n em x = 3/2n. Mostre que {f,} converge para zero pontualmente mas nio na norma
L



