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Lista 3

¥r Limsup e liminf

1. Seja {x,} uma sequéncia limitada e consideremos a sequéncia monoétona {b,} definida por b, =
sup{x; : j = n}. Considere os seguintes nimeros:

A=sup{x€eR: x é ponto de aderéncia de {x,,} s
B =lim,_, by,
C=inf{xeR:{neN: x, > x} é finito}.

Mostre que os nimeros A, B, C sio bem definidos e A= B = C. Este valor comum é chamado de
limsup,, ., x,. Prove uma afirmagao andloga para liminf,,_.. Lz

2. Verifique as seguintes afirmacoes a respeito de uma sequéncia {x,} de nimeros reais:

® Selimsup lT"“'

n—oo xﬂ

<1entdolim,_, x, =0.

2 . [Xp2l - -
@ Selimsup—"— > 1 entdo lim,_, |x,| = +oo.
n—oo |Xpl

X
‘® Selimsup f_l,:+_|ll = 1 entdo nada se pode afirmar, em geral.
n—oo n

3. Sejam {x,} e {y,} sequéncias limitadas. Verifique as seguintes afirmacdes:
® lim SUp,_.oo(Xp + yp) <lim SUDy .00 Xn +limsup,,_  yp;

liminf, .o (x, + yn)gflim infy, oo Xy + liminfy,— o yp;

limsup,,_ _(-x,) = -lim infywxa:

® ©@ ®

limsup,, . (x,yn) < (lim SUP ;oo Xp) (limsup,,_., yn), se x, =0 e y, = 0 para todo n sufici-
entemente grande;

@

liminf,,_ o (x, y,) = (lim SUp,, . Xp)(limsup, . yn), se x, =0 e Yn = 0 para todo n sufici-
entemente grande.

®

Encontre situagdes nas quais as desigualdades acima sio estritas.

@ Se existe N € N tal que x,, < Yn para todo n = N, entdo limsup,,_. . x, < lim SUP,, oo Vn €
liminf,_.o x, < liminf, ., y,.



v¢ Séries de funcgoes

4. Verifique se as séries de fungdes abaixo convergem uniformemente nos dominios indicados
(a,e >0):

= X . X sin(nx)
—_— = |- —_— = , :IR
(”,;xunZ’D [~a,al (2)£x2+n2,9 R (3)2x2+n3,2
= cos{nx?’]
@ ¥ 27 D= [1,00) 5) Z =R 6) Z n5[1+nx2} =[-a,al
n=1
= 2 nx
(T)Zw—li;&z—),}g:na [B]Z%,D:[hte,oo} (9}2( 1) sn\;_} D=[e,27—¢]
n=1 n=1
" x 1] cos(nx)
10 )"—,D=[0,1] (1 l+g00) (12) Y (-1)"———, D=l¢,2n—¢]
(}Z( )ﬁ (0,1] (}ngl“ =[1+¢,00 )Z Tk

(— ]”

(13) Z

D=[0,000 (14 Y V", D=(0,1) 15) Y vnsin(x/n®), D = [~a,a)
n=1 n=1

5. Verifique que valem as igualdades abaixo, com convergéncia uniforme nos subconjuntos com-
pactos dos respectivos dominios:

. oo xn . o0 n x2n+1
(@) e =’§6~E,x€l}@ [b)smx-:’;)(—l] m,xe
Zn 1+x [e9] x2n+l
n =2 , ].
(c) cosx = RZO[ 1) TG ,XER (d) In (1 x] ;?;)2”"‘1 x| <
(e) arctan x = Z( n" e lxl<1 (f) Z B+ Dnt2n+3) 2= x| <1
= 2n+1" 77 6 T (1-x)7

6. Utilizando as séries do exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de:

(a) e, com erro inferiora 107°.
(b) sinl, com erro inferiora 10 ea 1077.
(c) In2 eln3, com erro inferiora 107>,

(d) arctan(1/2) e arctan(1/3), com erro inferior a 1075.

(e) f ¢ dx com erro inferio a 1075,
0

sin x
) f . ~——dx com erro inferiora 107.
0

I cos(x*) -1
(g f {—B}dx com erro inferior a 107°.
-1 X

(h) 7/4, com erro inferior a 10~°, usando que 7/4 = arctan(1/2) +arctan(1/3), (esta igualdade
; 2 tanx+tany

segue da identidade tan(x + y) = ——— .
l-tanxtany



7. Expanda as fungdes abaixo em série de poténcias em torno do ponto xp indicado e determine o
raio de convergéncia da série obtida:

(@ f(x) =

(d) f(x) =sinhx, xo=0

,xg;é{)

(b) f(x) =

(e) f(x) =coshx, xo=0

-1
, Xo # 2
L 0%

¢ f(x)= 3,xo#3

(f) f(x) =tanx, xo =0

8. Determine o intervalo de convergéncia de cada uma das séries cle poténcias abaixo:

M Z
n= l

-y (x~5)"
n3n

5} ). D"
n=1
9) Z —(x+3)"

= 2
(13) Z‘ 2ﬂxﬂ
n=1

2n)! nz
(17) z . n .)z
[ 1)n)n

(2)2

o0
(25) 3 (sinn)x"

n=1

2
29) Zt pr2 e Cn

= 3.5- [2n+l)

(33) Z {1:]?1} ' n

sin(7n)
87 1) ——— x2m
( ),2; e

@y =
n=1

=]
2) ) nlx
n=1

(x+1)"
1(n+ l}ln (n+1)

()Z,

0 _g)n
10 ¥ 1y —*=3

n=1 2n+1)vn+1

n

I 3 (]
14 X
( }n; =

18 |
—X
( )nz::l o

[x-l-l)”

,b>a>0

(22) z

F!
e Z (3+( 1}")"

- =" An
(30)
Szm+\/n2+3
o vn
34) ¥ 1) ———x?
n; 1+7vn+2

(38)2(1+%+...+—

n=1

= 0] fl
(42) Z 2 ogn o

()Z

n3+1
)Zﬁ(x— 0"
fore] n2
1y Y —(x—4)*"
n=04n

2n)! "
(15) Z( TR

0o pl
(19) Z %xfin
n=1"1

2”+3] i

@ ¥ (5

= nl
27) Y —x"
n=117

cos(nnr)

(35) Z 314 — X

(- 2)"n' n

(39) Z

(3n)! X
3 G

X Inn

(8) Z i e)"

0o (-1)"

(1)2

J'I
% n(ln n}2

(2?’!}’ 2n
ae) Y. = 2~
n=1.

n!
X
(2n-1)

(20)
2T

3n+2) A
an+7

(24) Z (

e
2 I
(28) nZ; —_(Zn) X

& 1
32) ) (-D" sin(_]x”
n=1 n

(-1)"n!
A
(Br+2)

(36)
ngl 2-5

40) Y (-1)"ntan(1/n)x

n=1
xn

@ Z 1 (n+1)log(n+1)

9. Suponha que Y2, a,x" converge quando x = —4 e diverge quando x = 6. O que pode ser dito
sobre a convergéncia ou divergéncia das séries a seguir?

@ X2pan ()L gan8" (© L gan(=3)" (d) X5L,(-1)"an9"

10. Desenvolva as seguintes fun¢des em série de poténcias em torno da origem, indicando os inter-
valos de convergéncia:



11,

12.

13.

14.

15.

(@) f(x) = x2e* (b) f(x) =cos(x+2) (©) f(x) =sin(x?)

X o X
(d) f(x) =cos®x (e) f(x) =f ﬂ?—ta"r (f) f{x):f e Cdt
0 0
*In(1+¢ x ) Xt i
(8 f(xJ:f n( ]dt (h) f(x)=f0 sin(£) dt (i) f(x) =
0
Vi e R ) ) = — W) Fo) = 2=
i T (1+x)2 ( ﬂx]_(1+x}3 ! T l4xd
1 -
(m) f(x) =In(1 + x) (n) f(x) =ln(1+3x2) (0) f(x)=e *cosx
Usando derivagao e integragao termo a termo, calcule as somas das séries de poténcias abaixo:
0O yN 00 i XN 00 Zn—l 00 lx2n-1
1) ), — 2 ) D" = @3 4y 2. ="
,; n ,,; n Z2 -1 ,;1 2n-1
5 ) (n+D1x" (6) Y nx" (7) Y nx?"! (8) Z
n=0 n=1 n=1 =2 n(n— 1]
o0 oo (oo} o0 x
©) ) n*x"1 10) Y ndx” 1D ) (n+4)x" (12) Z —
n=1 n=1 n=0 n=1 4n
Use as séries do exercicio anterior para calcular:
® 1 & w X (=" X (n+1)(n+2)(n+3) 625
—_ b s _— =
@ 2, ( ]n | 2n (CJ Z 5%(n—1) = Z 5n 256

Mostre que se 2021 lanl < oo entdo Y% ancos(nx) e 202, apsin(nx) convergem uniforme-
mente em R.

Prove as identidades abaixo, chamadas de Sophomore dreams:!

ldx o 1 1 @ (—] n+l1
w-Lo | wax=F
0 x* n=1 " 0 n=1 n"

Sugiro escrever x* = e*19%8* expandir em série de poténcias e integrar (justificando cada passo).
Pode fazer que d4 certo.

l_rfl'i-].
1-1¢

Integre aigualdade 1+t +...+ (" = entre zero e x € (—1,1) para concluir que

1]!!‘1‘1

o0
log(1+ x) = Z

[o] (-1 n+1
para -1 < x < 1. Em particular, )
n=1

=log2.

'Sonho de um aluno de segundo ano, numa tradugdo livre. E algo bom demais para ser verdade, e que, surpreendente-
mente, €.



16. Integre a igualdade 1 - £ + t* — .. 4+ (=1)"2" =

1- (_1]n+l 32n+2

T+ 72 entre zero e x € (—1,1) para

concluir que

para —1=<x=1. Em particular, }_

o [_l)nx2n+l
no1 2n+1

[o+] (__1}2!11—] 7T

arctanx =

= 2n+1 &

17. Na teoria de equacées diferenciais ordindrias, um tipo bastante importante de equacgao € a
equacao de Bessel de ordem v:

2y +xy + (2 -v¥)y =0, (1)

onde y = y(x) e v € R. Uma solucdo para a equacao acima € simplesmente uma funcio duas
vezes derivédvel que satisfaz a equacio.

(a)

(b)
(©)
(d)

o0
Encontre uma solugéo para a equacao (1) quando v = 0 da forma Z anx". A solucao
n=1
Jo obtida fazendo ay = 1 é chamada de fungado de Bessel de primeiro tipo e ordem zero.

Determine o raio de convergéncia da solugdo.
o0
Encontre uma solugio J, para a equacgao (1) para v e N da forma x Z anx’.
n=1

Use a fung@o I' para estudar o caso v € R,v#-1,-2,-3,... e obter as funcoes J,.

1/2
Mostre que Jy/2(x) = (—] sin x.
X

18. (Série binomial) Seja @ um ntimero real ndo-inteiro. Neste exercicio, vamos encontrar uma
expansao em série de poténcias para (1 + x)* em torno de x = 0.

(a)

(b)

(©)

Mostre que y = (1+x)% é a tinica solucao da equagao (1+x)y’ = a yem (—1,00) satisfazendo
y(0)=1.

Mostre que a série de poténcias

f al@a-1)...(a-n+1) ,
X

n=1 n!

tem raio de convergéncia 1.

Mostre que 1 + g(x) satisfaz a mesma equacgao do item (a) e vale 1 em x = 0. Conclua que
para todo a nao-inteiro vale

[1+x]3=1+£a(a~1)..’;§a-n+l]xn

se x| <1.
A série acima é chamada de série binomial e foj estudada primeiramente por Newton. A
igualdade acima generaliza a férmula usual do bindmio de Newton e nos induz a definir

~ .. . : . (a]. ala=1)...(a—n+1) .
para a nao-inteiro e n € N o coeficiente binomial ] = . Casos his-

n n!
toricamente importantes sio a = +1/2. Dessa forma, temos para cada x € (-1, 1) que

(l+x)“:l+Z(a)x".

n=1\1



19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

(d) Mostre que a série binomial converge uniformemente em [-1,1]. Aqui, pode ser 1til o
critério de Raabe, o qual afirma que se

a
lim n[l— ”“]:L

n—oo an

entdo a série } ., ap converge se L>1oul=+ocoedivergese0<L<]1.

Use a série binomial com a = —1/2 e integre termo-a-termo para provar que

R L35 o) 2
arcsinx = x = 2:4:6-...-2n) 2n+1

para todo x € [-1,1]. Em particular, conclua que

Z135 -@2n-1 1
—~ 2.4.6-...-(2n) 2n+1

Prove que a soma, o produto, o quociente e a composigao de fungoes analiticas reais € analitica
real.

Considere g : R — R a fungdo 2-periédica que vale x em (0,1] e 2—x em (1,2]. Mostre que a
funcao

o0 3 n
f=Y (—] g4"x)
n=0 4

é continua em toda a reta mas ndo é derivavel em nenhum ponto.
Mostre que a funcao

[s.0]

fo =Y e cos2"x), xR,
n=1

é de classe C*° em R, mas ndo é analitica em nenhum ponto.

Verifique que f(x) = e VX x>0e f(x) =0 para x <0 é de classe C* em R mas nao € analitica
na origem. E nos demais pontos?

Seja f : I x [a,00) — R continua e admita que exista a integral impropria F(f) = f f(t,x)dx
a

para todo t € I. Considere a sequéncia de fungoes
n
Fn(1) =f f(t,x)dx, tel, neN.
a

Mostre que a integral f f(t,x)dx converge uniformemente em I se e s6 se {F,} converge uni-

formemente para F em I.

(Teorema de Borel) Mostre que dada uma sequéncia {a,} de nimeros reais, existe uma funcao
f:R — R de classe C* tal que f”(0) = an, para todo n = 0.

Considere a fungao { de Riemann dada por
X1
s) = —, §>1.
it n; p nt
Mostre que ¢ é uma fungao de classe C*. Tente mostrar que { é analitica real.

6



27. Mostre que para todo s > 1,
xS'—-l

1
s— Z -nx
=X e
ef-1 n=1

uniformemente para x em qualquer compacto de R. Integre termo-a-termo e conclua que

oo xs—-l
= r
fo P C()T(s)
paratodo s> 1.

28. Sel<p <p,<..

- denota a sequéncia dos inteiros primos, mostre (ou pelo menos,
se) que

convenca-

7(s) = ] —-
(s) = —.
n=1 l_pns



