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ATENCAO!
1. Vocé pode utilizar todos os resultados provados em aula e deve justificar todas as suas respostas;
2. Faca a prova a lapis;

3. As questoes 1 e 2 valem juntas 6,0 pontos e devem ser entregues até o dia 29/07/2013. A questao
3 vale 4,0 pontos e deve ser entregue até o dia 01/08/2013.

4. Boa prova!



Questao 1

(b)

(9]

(d)

(e)
(9]

(8

de classe C*° analitica tal que

{faeR: f éanaliticaem a} = Q.

Uma sequéncia {a,},>0 de nimeros reais é dita de crescimento polinomial se existirem C >0 e

k € N tais que
|an| < Cn¥,

para todo n € N. Mostre que se {a,},>0 € uma sequéncia de crescimento polinomial entdo a

(e,0)
série de poténcias Z anx" tem raio de convergéncia > 1. Vale a reciproca?
n=0

Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias
o0

( 1 1) n
Y (14 +. ="
2 n

n=1

Se f: [-m,m) — R é uma funcao de classe C* por partes, mostre que

lim nkan = lim nkbn =0
n—oo n—oo

onde a,, b, denotam os coeficientes de Fourier de f.

Prove que f: (0,00) — R dada por f(x) = x* é analitica em (0,00).

Escrevendo a funcdo do item anterior em termos da base e e expandindo o expoente em série

de poténcias em torno de x( = 1, prove que € verificada a formula

-2 @-n* -1 (z(x—l))z(;’ )
. . e 12 -e 34 .-g 56 ... -eln-D@n
x* = lim e* 1. ,
n—oo -3 @S @17 (x-1)2n+1
e 23 -e 45 - 67 ..., -en@2n+D
para todo x € (1,2]. Em particular,
I 1 1 1
. e2.el12.e30 .,,.-e@n-D2n) 4
,}1_1:20 1 1 1 1 =7
es-e% -2 ... . -egCnenry €

Seja F c R um subconjunto fechado. Mostre que existe f : R — [0, 1] de classe C* tal que
F={xeR: f(x)=0}.

E possivel obter uma tal f analitica real?

(@) Uma funcao de classe C* € dita analitica em um ponto x( € R se coincidir, em um
intervalo contendo Xy, com sua série de Taylor em torno de xy. Mostre que nao existe f : R — R



Questao 2 (a) Mostre que a funcao f : (0,00) — R dada por f(x) =logx é analitica em (0,00) e de-
termine sua expressao em série de poténcias em torno de um ponto a > 0. Determine também
o raio de convergéncia da expansdo em série de poténcias em torno de a. Vocé pode usar a
expansdo de logx em torno do ponto a = 1 que calculamos em aula.

(b) Considere f,g: (—g, g) — R dadas por f(x) =tanx e g(x) = secx. Mostre (usando o teorema

de Bernstein, por exemplo) que f e g coincidem com suas séries de Taylor em torno da origem.
Determine estas séries.



Questao 3 Os polinémios de Bernoulli By (x) sao definidos de maneira indutiva: definimos B;(x) =

x— > e colocamos, para k > 1,
X
Bi(x) = kf Br_1(6)dt+Byg,
0
1 1
onde B; = -3 e os numeros By sdao escolhidos de forma que f Bi(x)dx = 0, para todo k = 1. Os
0
numeros By, B,, ... sdo chamados niimeros de Bernoulli. Evidentemente, B (0) = By, para todo k= 1.

(a) Mostre, por inducdo, que By = 0 é um polindmio de grau k para todo k = 1. Determine By (x)
para todo k < 8.

(b) Mostre que Bi(1) = (=1)*B(0) e B(1—x) = (-1)*Bj(x)
(b) Mostre, por inducao, que By, =0 para todo k > 1.

(c) Usando o fato que Bj (x) = kBy_1(x) e indugdo, mostre que

BY(x) = r!(':)Bk_r(x)

k
e conclua que Bg)(O) = r!(r)Bk_,, para0<r <k.

(d) Usando o item anterior, mostre que

r=0

k (K
Br(x)=)_ (r)Bk—rxr,

para qualquer k > 1.

Vamos determinar a série de Fourier de algumas restri¢cdes dos polindmios de Bernoulli ao inter-
valo [0,1). Antes de mais nada, uma observacao sobre séries de Fourier. Trabalhamos com séries de
Fourier de fungdes definidas em [—7, 1), mas o papel do intervalo [-7, ) é irrelevante; caso desejemos
trabalhar com fungoes definidas em [—L, L), a série de Fourier de f serd

a & (I’IJTX) nnx
~—+ a,cos|——|+b sen(—),
I~ n; " L " L

onde a;, = — ff(x)cos( ]dxebn— ff(x)sen( T )dx n=0.

(e) Determine a série de Fourier de f(x) = x no intervalo [-1/2,1/2), substitua x por x—1/2 e use o
teorema de convergéncia das séries de Fourier para obter a identidade

[e’s) n+1
Z =) sen(Znn (x—%)) s

n=1

B;(x) = x——:

para0<x<1.



(f) Usando o fato que B, (x) = 2B; (x), conclua que
00 (_ 1) n+1l

B, (x) =—-4 PO

cos(en[s- 1]

para0<x<1.

(g) Mostre que se {x} = x — [x], entao
0 (_1)n+1 ( ( 1 ))
cos(2nn|x— 5

=2(-™ !

Bam ({x}) =2(=1) (2m).n§1 P~
© 1
B ({x})=2(—1)m+1(2m+1)'§ (D™ sen(27m(x—l))
2m+1 e (2mn)2m 2]
(h) Conclua que
X1 CmP B
,,; am = 2(2n)!
8

Em particular, ) —=—, ) —=—,) —=—¢ ) —= .
P ,;1 n> 6 n; n* 90 ,;1 n® 945 ,;1 n® 9450



Questao 4 O objetivo desta questdo € provar que a série de Fourier de uma funcao f : [-7m,71) — R
seccionalmente diferencidvel com derivada em .#! converge uniformemente para f em qualquer
subintervalo de [—7, ) que ndo contenha pontos de descontinuidade de f.

(a)

(b)

(©

(d)

(e)

Mostre que a série de Fourier de um funcdo continua g com derivada em .#! converge unifor-
memente para g em [—7, 7].

1 X
Considere v a extensao impar da fung¢do y = > (1 - —), 0 < x < 7w ao intervalo [—m,7]. Mostre
b8

que a série de Fourier de v é

1 i sennx
b/ s S )

Mostre que a série acima converge uniformemente para ¥ em [—, 7] \ (-6,0), para qualquer
0 € (0,m).

Seja f como no enunciado e suponhamos que xy € (-7, 7) seja o Unico ponto de descontinui-
dade de f. Verifique que

g(x) = f(x) —woy(x—xp), wo = f(xp+) — f(x0-),

satisfaz as hipéteses do item (a) (i.e., é continua com derivada em .#!). Conclua, a partir do
item (a), que a série de Fourier de f converge uniformemente para f em qualquer subintervalo
de [-m, ) que ndo contenha o ponto Xxj.

Prove o resultado anterior para uma quantidade finita qualquer de descontinuidades da funcao

f.



