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Lista 1
v¢ Integrais maltiplas
1. Calcule as seguintes integrais duplas:

@ [ [zy*-3xy*)dxdy, onde R={(x,y):1<x<2,0<y=<3}.
(b) ffosenydxdy,ondeR:{(x,y):lsxs4,05y5%}.
(c) ffR#ydxdy, onde R =[1,2] x [0,1].

2. Determine o volume do sélido limitado pela superficie z = x1/x?+ y e os planos x =0, x = 1,
y=0,y=1ez=0..

3. Determine o volume do sélido contido no primeiro octante limitado pelo cilindro z =9 - y? e
pelo plano x = 2.

4. Calcule as integrais iteradas [ ;' ﬁ dydxe [ [} ﬁ dxdy. As respostas contradizem o

Teorema de Fubini? Explique.

5. Calcule as seguintes integrais duplas:
@ [ [pxydxdy,onde D={(x,y):0<x<1,x*<y<x}.
) [ [p(x*—2xy)dxdy,onde D={(x,y):0<x<1,\/x<y=<2-x}
© [ [pe'Ydxdy,onde D={(x,y):1<y<2,y<x<y’.
(d) [ Jpxcosydxdy, onde D é a regido limitada por y =0, y = x%, x = 1.
(e) [ [p4y®dxdy, onde D é aregido limitada por y = x—6 e y* = x.

() [ [pxydxdy, onde D é aregido do primeiro quadrante limitada pela circunferéncia de cen-
tro (0,0) eraio 1.

@ [ [p(x*tg x+y*+4)dxdy, onde D = {(x,y) : x* + y* < 2}.

6. Determine o volume do sé6lido S em cada um dos seguintes casos:

(a) S é limitado superiormente pelo paraboléide z = x>+ y? e sua projecdo no plano xy é aregiao
limitada por y = x* e x = y°.

(b) S é limitado superiormente por z = xy e sua projecao no plano xy é o tridangulo de vértices
(1,1), (4, 1) e(1,2).

(c) S é aregido do primeiro octante limitada pelo cilindro x> + z2 =9 e pelos planos x =0, y = 0,
z=0ex+2y=2.

(d) S é limitado pelos planos x =0, y=0,z=0ex+y+z=1.
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(e) S é a regido do primeiro octante limitada pelo cilindro x?> + y? = 1 e pelos planos y = z, x =0
ez=0.

(f) S é limitado pelos cilindros x* + y* = r? e y* + 2% = r°.

. Escreva as duas integrais iteradas correspondentes a integral dupla

ff fx,y)dxdy,
D

onde D é a regido do plano limitada pelas curvas y = — x>+ x+2e x—2y+1=0.

. Calcule as seguintes integrais, invertendo a ordem de integracao:

@) fy fgsy e dxdy b) Jo f;’z ycos(x?)dxdy
© fy JH2  cosxV1+cos?xdxdy.

arcsiny
Calcule as integrais:
(@) [ [rxdxdy, onde R é o disco de centro na origem e raio 5.

(b) [ [rxydxdy, onde R é a regido do primeiro quadrante limitada pelas circunferéncias x* +
y?=4ex?+y?=25.

1 , en . . .. _ . a . )
© [, R —W dxdy, onde R é a regido interior a cardioide r = 1 + sen 6 e exterior a circunfe
rénciar = 1.

) [ [p(x*+y?) dxdy, onde D é aregido limitada pelas espirais r =6 e r = 20, com 0 <6 < 27.

Determine o volume da regido interior a esfera x> + y? + z> = 4a? e exterior ao cilindro x? + y? =
2ax,com a > 0.

Determine a massa e o centro de massa da lamina que ocupa a regido D e tem densidade p, nos
seguintes casos:

@D={xy:-1sx<1,0sy<l}ep(x,y) = x°

(b) D é o triangulo de vértices (0,0), (2,1), (0,3) e p(x,y) = x+ .

(c) D é aregido do primeiro quadrante limitada pela pardbola y = x’ eareta y=1e p(x, y) = xJ.
(d) D é aregido limitada pela pardbola y*> = xearetay=x—2e p(x,y) = 3.

e D={(x,y):0<y<senx,0<x<mlep(x,y) =y.

Calcule as integrais triplas:
@ [ [ [pyzdxdydz,onde D={(x,y,2):0<2<1,0sy<2z,0<x<z+2}.

(b) [ [ [pydxdydz, onde D é aregido abaixo do plano z = x+2y e acima da regido no plano xy
limitada pelas curvas y = x%, y=0e x = 1.

(©) [ [ Jpxydxdydz, onde D é o tetraedro sélido com vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) e (0,0,3).
(d) [ [ [pzdxdydz, onde D é limitada pelos planos x=0, y=0,z=0, y+z=1lex+z=1.
(e) [ [ Jpxdxdydz, onde D é limitada pelo paraboléide x = 4y* + 4z* e pelo plano x = 4.

Determine a massa e o centro de massa do cubo Q = [0, a] x [0, a] x [0, a] cuja densidade é dada
pela funcdo p(x, y,z) = x> + y* + z2.
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Calcule as seguintes integrais:

@ [ [ [p(x*+y*)dxdydz, onde E é a regido limitada pelo cilindro x* + y* = 4 e pelos planos
z=-lez=2.

(b) [ [ [z ydxdydz, onde E é a regido entre os cilindros x* + y* = 4 e x* + y* = 1, limitada pelo
plano xy e pelo plano z = x + 2.

© [[[g x> dxdydz, onde E é o sélido limitado pelo cilindro x? + y?> = 1, acima do plano z=0 e
abaixo do cone z? = 4x? +4y2.

Determine o volume da regido R limitada pelos paraboléides z = x> + y* e z = 36 — 3x> — 32,

Determine a massa e o centro de massa do sélido S limitado pelo paraboléide z = 4x> + 4y e
pelo plano z = a (a > 0), se S tem densidade constante K.

Calcule as integrais:
@ [ [ [3(x*+y*+z*) dxdydz, onde B é a bola unitéria x* + y* + 22 < 1.
) [ [ [z x*>+y?+ z2dxdydz, onde E é aregido interior ao cone ¢ = 7/6 e a esfera p = 2.

2
© [ [ [zxdxdydz, ondeEéoconjunto%2+%+zzs1,x20.

Determine a massa de um hemisfério s6lido H de raio a se a densidade em qualquer ponto é
proporcional a sua distancia ao centro da base.

N T
a) Calcule o volume da regido limitada pelo elipséide % + % + ﬁ—z =1.

b) Calcule a massa do sélido é = {x*+ y?> +z? <%, z=a >0}, 6(x,y,2) = z.

Seja f continua em [0, 1] e seja R a regido triangular com vértices (0,0), (1,0) e (0,1). Mostre que
1
ff f(x+y)dxdy:f uf(wdu.
R 0

1 . .~ . . .
Calcule [ [, @ dxdy, onde D é aregido entre os circulos com centros na origem e raios r
e R,0 < r < R. Para que valores de n a integral tem limite quando r — 0+? E quando R — oco?

Faca uma anélise semelhante para a integral tripla

1
ffL(x2+y2+Z2)n/2dXdy’

onde D € aregido interior as esferas com centros na origem eraiosr e R,0<r <R.

Use a transformacéo x = u?, y = v?, z = w? para calcular o volume da regido limitada pela

superficie /x +,/y+/z =1 e pelos planos coordenados.

v¢ Integrais de linha

Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:

(@) [, xds,y(®)=(1n0<t=<1.



25.

26.

27.

(b) fY xy*ds, vy é a semi-circunferéncia x*> + y? = 16, x = 0.

(©) [,(x—2y*)dy,vy éoarco dapardbola y = x* de (-2,4) a (1,1).

(d) fY xydx+ (x—y)dy, y consiste dos segmentos de reta de (0,0) a (2,0) e de (2,0) a (3,2).
(e) fyxyzds,y:x:ZI, y=3sent,z=3cost,0=<t=<m/2.

() fY xyzz ds, y é o segmento de reta de (1,0, 1) a (0,3, 6).

€3] fyx3yzzdz, yédadaporx=2t,y=1>z=1>0<t<1.

(h) fy Z22dx— zdy+2ydz, y consiste dos segmentos de reta de (0,0,0) a (0,1,1), de (0,1,1) a
(1,2,3)ede (1,2,3) a (1,2,4).

Calcule fyﬁ -dr, onde ﬁ(x, ¥ 2) = (x% + y)l?— 7yzf+ 2xz%k e Y é a curva ligando o ponto (0,0,0)
a (1,1,1) nos seguintes casos:

@ v = (%)
(b) y é composta dos segmentos de reta de (0,0,0) a (1,0,0), depois a (1,1,0) e depoisa (1,1, 1);

Calcule [, F-dF para:

(@) (a) F(x,y) = y7+ (x? +y?)j, onde y é o0 arco de circunferéncia y(x) = (x, V4 — x2), ligando

(_2’ 0) a (2) 0)7
(b) (b) F(x,y) =2(x+ )i+ (x—y)j, onde y é a elipse de equacdo 2—2 + Z—j =1, percorrida uma
vez em sentido anti-hordrio.

Calcule:

(@) fy xdx+(y+x)dy+zdz, sendo y a interseccdo das superficies z= x*+ y? e z = 2x+2y—1,
orientada de modo que sua projecdo no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido
horario;

(b) fY(Zy +1)dx+zdy+ xdz, sendo y a interseccao das superficies X2+ 4y2 =lex?+z%=1,
com y =0, z =0, percorrida uma vez do ponto (1,0,0) ao ponto (-1,0,0);

(©) fy ydx+zdy+xdz, sendo y a interseccdo das superficies x+y =2 e x*> + y* + 2% = 2(x + ),
orientada de modo que sua projecdo no plano Oxz seja percorrida uma vez no sentido
horério;

(d) fy ydx+zdy+ xdz, sendo y a interseccdo das superficies z = xy e x> + y* = 1, orientada
de modo que sua projec¢do no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido hordrio;

. ~ od . 2 2 .
(e) fy x%dx+xd y+zdz, sendo y a interseccao das superficies z = % ez=1- yf, orientada de

modo que sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti-horério;
® fy y?dx+3zdy, sendo y a intersec¢do das superficies z = x> + y* e z = 2x + 4y, orientada
de modo que sua projecdo no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti-horario;

2 2 2
(8 fyzdy —xdz, sendo y a intersecc¢do do elipséide % + yf + % = % com o plano x+ z = 2,

orientada de modo que sua projecdo no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido
anti-horario.
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Calcule:

(@) fY 2xdx+ (2 —yz) dz, ondey é o arco circular dado por x =0, y2+z2 =4,de(0,2,0)a(0,0,2)
y=0;

(x+y)dx—(x-y)dy
(b) fy x2 +y2
horario;

, onde y é a circunferéncia x> + y? = a?, percorrida uma vez no sentido

(©) fY VY dx+y/xdy,sendo y afronteira da regido limitada por x =0, y = 1 e y = x?, percorrida
uma vez no sentido horario;

Um cabo delgado é dobrado na forma de um semi-circulo x? + y?> = 4, x = 0. Se a densidade
linear é x?, determine a massa e o centro de massa do cabo.

Determine o trabalho realizado pelo campo de forcas F(x, y) = xi + (y +2) j a0 mover um ponto
ao longo da cicléide 7(f) = (¢ — sent)i+ (1 —cost)j, 0 < t <27.

Usando o Teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:

(@) 9%, x*ydx+xy®dy, onde y é o quadrado com vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1), orientado
positivamente;

(b) 3%, (x+2y)dx+ (x-2y)dy, onde y consiste do arco da parabola y = x? de (0,0) a (1,1) e do
segmento de reta de (1,1) a (0,0).

(c) 9%, (y+ eV¥)dx + (2x + cos y?)dy, onde y é a fronteira da regido limitada pelas pardbolas
y = x? e x = y? percorrida no sentido anti-horério.

(d) §,x*dx+y*dy,y éacurvax®+y°® =1, sentido anti-horario.

(e) 997, xydx+ (2x*> + x)dy, y consiste do segmento de reta unindo (-2,0) a (2,0) e da semi-
circunferéncia x> + y? = 4, y = 0, orientada positivamente.

(f) 9%, 2xydx+ (x*+x)dy, vy é a cardiéide p = 1 + cos@ orientada positivamente.

(8 fy (xy+ e )dx+(x*—In(1+ ¥)) dy, y consiste do segmento de reta de (0,0) a (77,0) e do arco
da curva y = senx, orientada positivamente.

(h) 3%, F-d7,onde F(x,y) = (y*—x%y)i+xy?] e y consiste do arco de circunferéncia x?+ y? = 4
de (2,0) a (v'2,v/2), e dos segmentos de reta de (v/2,v/2) a (0,0) e de (0,0) a (2,0).

Seja D uma regido de R?> com D e 4D satisfazendo as hip6teses do Teorema de Green. Mostre
que a drea de D coincide com a integral [;, xdy = [;,—ydx.

Usando o exercicio anterior, calcule a area de:

(@ D={(xy) eR: 5 +L <1y,

(b) D={(x,y) e R?: x*'3 + y?/3 < a?/3}.

Determine a drea da regido limitada pela hipocicléide dada por 7(f) = cos® ti + sen®tj, 0 < t <
27.

Neste exercicio, vamos calcular a drea de um poligono irregular.



(a) Sey éosegmento de retaligando o ponto (x3, y1) ao ponto (xz, y»), mostre que
f xdy—ydx=x1y2—X2)1.
Y

(b) Em ordem anti-horaria, os vértices de um poligono sao (x1, y1), (x2, ¥2), ..., (Xn, Yn). Mostre
que sua area é dada por

1
A= > [(xX1y2 = X2)1) + (X2¥3 — X3Y2) + ... + (XN—1YN — XNYN-1) + (XNY1 — X1 YN)].

(c) Determine a drea do pentdgono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (-1,2).

36. Calcule

(@) fy x2 (Bydx +7xdy)+ e’dy, sendo y a elipse 16x2 + 25y2 = 100, percorrida de (0,-2) até
(0,2), x>0.

b) [, @xe’—x*y~ %3) dx + (x*e” + seny)dy, sendo y a circunferéncia x* + y* — 2x = 0, per-
corrida de (0,0) até (2,0) com y > 0.

(©) fY vdr, sendo y a fronteira do retangulo [1,2] x [-1,1] e U(x, y) = 2arctan +[In(x? + y?) +
2x]J, percorrida no sentido anti-hordrio.

37. Calcule
@ /. %ﬁ;dy sendo y a curva fronteira da regido determinada pelas curvas y*> = 2(x +2) e
x =2, orientada no sentido horério.

(b) f x‘iﬁi;dy sendo y a curva y = x> +1 —1 < x < 2, percorrida do ponto (-1,2) a (2,5).

(C) f ydx—(x-1dy

T sendo y a circunferéncia x? + y? = 4, percorrida no sentido horério.

2 4. .3
(d) fyx{xii—m sendo y = R onde R = {(x,y) € R? : |x| < 1,|y| < 1}, orientada no sentido
horario.

38. Verifique que a integral fY 2x senydx+ (x?cos y—3y?)dy, onde y é uma curva ligando (-1,0) a
(5,1), é independente do caminho e calcule o seu valor.

39. Sejay uma curva plana simples, fechada e lisa por partes percorrida uma vez no sentido horario.
Encontre todos os valores possiveis para

—ydx+xdy
@ f, =757

—ydx+xdy
(b) f}' 4x2+9y?

40. Sejam as curvas y; a circunferéncia x? + y? = % percorrida no sentido anti-horério, y, a cir-
cunferéncia x> + y? = 4, percorrida no sentido anti horério e y3 a curva formada pela uniao
das trés seguintes circunferéncias: (x — 1?2+ y2 9 L e+ D2+ y 9, ambas percorridas no
sentido hordrio e x? + y? = % percorrida no sentido anti-horario. Se I} = fyk Pdx+ Qdy onde

— 1 1 X x+1 =
P(x,y)=-y conrE T t (x+1)2+y e Qx,y) = &= 1)2+y + 27 T Grneeyz entao calcule
Il, Ig e 13.
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Calcule [, F d7 onde F = (leyyz 8 Sverai 3x)
T

X+l
(@) yéacurva (x—1)2+ (y—2)? = 4, percorrida uma vez no sentido horario.
Y y p

(b) y éacurva (x—1)? + y? = 4, percorrida uma vez no sentido hordrio.

Um campo de vetores F em | R? se diz radial (ou central) se existe uma fun(;ao g:R — Rtal que
F(x,y) = g(IF))7, onde 7 = xi + yJj. Suponha que g é de classe C'. Mostre que F é conservativo.

Determine todos os valores possiveis da integral

f(z'z) —ydx+xdy
wn X+

sobre um caminho que nao passe pela origem.

Em cada caso abaixo, determine se F é ou ndo campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine o potencial de F.

(@) F(x,y)=xi+xjemR?

(b) F(x,y) = Qxe’ + )i+ (x%e¥ + x—2y) ] em R

© F(x,3,2) =@2x2+8xy?)i+Bx3y—3xy)] +—(4z2y* +2x32)k em R®
d) F(x,p,2)=(x+2)i—(y+2)]+(x—pkemR3

(e) ﬁ(x, ¥,2) = (y2 CcCoS X + z3)7— 4+2y senx)f+ (3xz2 + 2)% em R3

) F(x,y) = VY em R2 - {(0,0))

2+y2

(® l:“(x,y): _xyhx]? emQ:{(x,y)e[RiZ:x>Osey:0}

22

() Flx,y) = 3724, em R - {(0,0}

xy]

Seja o campo F(x, y) = ey acurvadada por y(r) = (e, sent) para0 < ¢ < 7. Calcule fy Fdr.

46. Calcule as integrais:

(@ (a) [, 7x®ydx+ x"dy sendo (t):(t,etz_l),onde te0,1].
y (XY y Y

(b) (b) fy[ln(x+ yz) —yldx+[2yln(x + yz) —x]dy sendo y a curva (x — 2)2 4+ y2 =lcomy=0
orientada no sentido horario.

© © [, y‘f;jfy sendo y a curva dada por x(t) = cos® t e y(t) = sen®t com y = 0 ligando os

pontos (1, 0) e (0,1), nessa ordem.

47. Mostre que as integrais abaixo independem do caminho e calcule-as.

(@ (@) f((lal 2xydx+(x*—y? dy.
(b) (b) f(g‘f(’)?) senydx+xcosydy .

48. Calcule
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50.

(@) (a) f((lgf’z(;) yzdx+xzdy+xydz.
(b) (b) fy sin(yz)dx+ xzcos(yz)dy+ xycos(yz)dz, sendo y(f) = (cost,sint, t) para f € [0, %] .

B xdx+ydy+zdz
x2+y?+22
2,2

aesferax +y°+z°=4.

Calcule , onde o ponto A pertence a esfera x> + y* + z> = 1 e o ponto B pertence

Se 7i(x, y) é vetor unitdrio normal ao traco da curva y em (x, y), calcule fy F-7ids sendo

(@ (a) F(x,y) = x'% + (3x—-10x%y) e vy a parte da circunferéncia x* + y* = 1 contida no pri-
meiro quadrante, n normal exterior a circunferéncia

(b) (b) F(x,y)=x3y7 - 3xy +2] ey(t) = (%, sen(4arctan ?)), t€ [0,1], n- j <0.

v« Respostas

(1) @ -2, (b) 22-v3), (0 In¥; (2) t2v2-1); (3)36 (4) ~1/2e1/2; (5) (a) 3 (b) — 42,(c)

—2e, (d) (1-cos1)/2, (e) 500,(f)8,(g) 87; (6) (@) &, (b) 3, () (11v5-27)+3 arcsens,(d) 3
(e) 3,(f)ﬁr3 (8) (a) (e9—1)/6 (b) 1sin81, (c) 2v2-1)/3; (9) (a)O (b) 89, (0) 2, (d) 247°; (11) (a)
3,(0,2) 06, (3,3),© 3 5,3, (@ LEheI g0 @] 7 b >, (€) 10,(cl) L, (e 18
(13) a°, (7al12,7a/12,7a/12); (14) (a) 247, (b) 0, (c) 27/5; (15) 162n, (16) 7Ka?/8, (0,0,2a/3);
(17) (a) 47/5, (b) 47(2 — V/3), (c) Z. (18) Kma*/2, onde K é a constante de proporcionalidade;
(19) (a) 37wabc; (b) Z(r? — a®)?;

(24) (a) (10v/10-1)/54, (b) 1638,4, (c) 48, (d) &, (e) 9v137/4, () 3v/35, (g) 12, (h) Z; (25) (a) —

, (b) 1; (26) (a) 27, (b) mab; (27) (a) n, (b) 2 (©) —2nv/2, (d) 7, (e) 67, (f)107, (g)R——Zn\/_
(28) (a) 5 b) 275 0) 3/10 (29) 4w, (32,0); (30) 272 ,(31) (@) —1/12, (b) —1/6 (©) 1/3, (d) 0, (e)
2m, (f) 3 ,(g) 7, (h) m+ [ 7 — 11; (34) 37/8; (35) © 3 (36) (@ e?—e*+2m; (b)4-3;
(c) 4; (37) (a) —2m; (b) 11n ; (c) 2m; (d) ; (38) 25sinl1 —1; (39) (a) 0 ou —27; b) 0 ou — 3, (40)
L =2n; I, = 6m; 13 = —27r (41) (@) —8m; (b) —1471’, (43) 2km, com k inteiro; (44) (a) ndo; (b)

p=x ey+xy y +¢; (c) ndo; (d) ¢ = xz y +zx—zy+c; (€)= y sinx + xz3 —4y+Zz+c,
(f) ndo; (g)(p—arctan(y/x) (h) ¢ = i S )+c (45) 7; (46) (a) 1, (b) 3In3 -2, (c) =Z; (47) (a)

@b-Z —2; (b) asinb; (48) (a) -2, (b)ism(\f”) (49) In2; (50) (a) —1; (b) 1.



