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2a Lista de Exercicios

v¢ Derivadas

1. Sejam f e g funcOes derivaveis em um intervalo abertol, acle

g(x), sex<a

h(x):{f(x)’ sex=a

Prove que h é derivavel em x = a se, e somente se, f(a) = g(a) e f'(a) = g'(a).

ax*+bx+c, sex<l

2. Encontre constantes a, b e c tais que a fungao f(x) =4 ,
X°—5x+6, sex=>1

seja derivavelem R e f'(0) = 0.

3. Verifique se f é continua e derivavel no ponto xy, sendo:

2 1
(x*+x)cos—, sex#0

sen x
, sexZ0
(g)f(x)={ X , X0=0 (h) f(x) =

1, sex=0

, sex>1
(@ f(x)= X , X=0 (b) f(x)= x—1 , Xp=1
0, sex=0 1, sex<l1
x2+senx, sex>0 4 5 ]
-x°, sex>
© f(x)=X x>+4x3, sex<0, x0=0 (d)f(x):{54 , Xp=1
0, sex=0 X7, sex<1
1
xsen—, sex#0 x’sen—, sex#0
e) f(x)= X ? , X0=0 ) fx)= X 7 , X0=0
0, sex=0 0, sex=0

0, sex=0
(i) f(x)=Isenx|, xo=0 ) f(x)=lIsen(x®)|, x9=0

k) f(x) =cos(vIx[) , xo=0

21 _
4. Calcule lim BlE+x)] tg9.
x—0 X

5. Calcule f'(x) para as funcoées f abaixo:

_x+1 _(2)63’+1)32 _ 4x-x*
l)f(JC)—E Z)f(X)—T 3)f(.ﬂ—m
WCOSX

4) f(x) = xsen (Vx® - x?) 5) f(x) = 6) f(x) = {/xtg2x

(x*+tg2x+1)?

——— s
)
Vx2+ xt , Xo=0



10.

11.

VX + cossecx x?tg (13 — x?)

= — 2 —

7) f(x) 3 8) f(x) =sec(Vx?+1) 9) f(x) -

10) f(x) = xsenxcosx 11) f(x) = Cxr+ ) 12) f(x)—;
a Coxt A4 ~ sen(x—senx)
_ 2 _ 2 _ 2

13) f(x) = o \/})% 14) f(x) = cotg (3x* +5) 15) f(x) = P S
_ Vxsenx

16) 700 = x2 cos(x?)

Seja f :R — R continuaem R tal que | f(x)| < Ix3 + X2, para todo x € R. A funcao f é derivavel em 0?

Seja f : R — R derivavel em a € ] 0, +oo[. Calcule, em termos de f’(a), o limite: lim M

e va

. Discuta as seguintes “solucdes” para a questao “Considere a funcao f(x) = x|x|. Decida se f é deriva-

vel em x = 0 e, em caso afirmativo, calcule f’(0). Justifique suas afirmacoes.”

“Solucdo 1”: f'(0) =0, pois f(0) =0.

“Solugdo 2”: Como a funcdo g(x) = |x| ndo é derivavel em x = 0, ndo é possivel usar a regra do produto
para derivar f em x = 0. Logo f nao é derivdvel em x = 0.

“Solugdo 3”: Temos f(x) = h(x)g(x), onde h(x) = x e g(x) = |x|. Assim:
f'(0) = h'(0)g(0) + h(0)g'(0);

como g(0) =0 e h(0) =0 entado f’'(0) =0.

—x%, sex<0

2

. Logo
x“, sex=0 &

“Solugdo 4”: Temos f(x) = {

x)— f(0 x*>-0
lim M lim = lim x=0,
x—0+ x—-0 x—0t x—0 x—0*

e
_ _ 2 _
fim L9 SO o 270 i e,
x—0~ x—0 x—0- x—0 x—0~
—f(0
Portanto lim 0 -10 =0, ouseja f'(0) =0.
x—0 x—-0

. Em que pontos f é derivavel?

@ f(x)=vVxt+xb (b) f(x) = Vx2+ x4,

Seja f : R — R derivavel em x = 0 tal que f(0) = f'(0) = 0. Seja g : R — R uma funcdo limitada e nao
derivavel em x = 0. Calcule a derivada de h(x) = f(x) g(x) no ponto x = 0.

Seja f(x) = Vx3 — x%sen ({/x).

(a) Calcule f'(3).

(b) Calcule f'(0).
5+ f(x))(2x+3secx)
xX+tgx+4

(c) Sejag(x)= , onde f é a funcao dada acima. Calcule g’(0).
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Mostrar que a reta y = —x é tangente a curva y = x> — 6x + 8x. Encontre o ponto de tangéncia.

Determine todos os pontos (X, o) sobre a curva y = 4x* — 8x? + 16x + 7 tais que a tangente a curva em
(x0, yo) seja paralela areta 16x—y+5=0.

3x+1
Seja f(x) = 1 Determine todas as retas tangentes ao grafico de f que passam pelo ponto (0,0).

Sejam f : R — R uma funcao derivavel até 22 ordem e g : R — R dada por g(x) = xf(x + 1 +sen2x).
Calcule g"(x). Supondo f’(1) = -2, calcule g"(0).

Seja f(x) = |x3|. Calcule f”(x), para todo x € R. A funcdo f” é derivavel no ponto xo = 02 Justifique.

Sabe-se que f: R — R é uma funcdo derivdvel em R e que a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 3 é x+2y = 6. Seja g : R — R dada por g(x) = (f(v/9+4x))?. Determine g’(0).

Mostre que qualquer par de retas tangentes a pardbola y = ax? (a #0) tem como interseccdo um ponto
que estd numa reta vertical que passa pelo ponto médio do segmento que une os pontos de tangéncia
destas retas.

Seja y = f(x) uma funcdo dada implicitamente pela equacdo x> = y*(2 — y). Admitindo f derivavel,
determine a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1).

Seja y = f(x) uma funcdo dada implicitamente pela equacdo x? + xy + y?> = 3. Admitindo f derivavel,
determine as possiveis retas tangentes ao grafico de f que sdo normaisareta x—y+1=0.

Seja f derivavel num intervalo aberto I contendo x = —1 e tal que
(f)° = (f)* +xf(0) =2,
para todo x € I. Encontre f(—1) e a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (-1, f(-1)).

Suponha que f seja uma funcao injetora, derivavel, e que sua inversa f~! seja também derivavel. Use
derivacdo implicita para mostrar que

—1y/ _ 1
) x)= )

desde que o denominador nao seja nulo.
Usando o exercicio anterior, encontre (f~!)'(5) sabendo que f(4) =5 e que f'(4) = %

Calcule a derivada de cada uma das funcoes abaixo:

(@) f(x) = cos(arctgx) (b) f(x) = x?‘arctgx (c) f(x) = arcsen (x%)
@ ()= A +arctgrd)® (o) flx) = —Bnl_ () Fx) = arcig ({) —2)
- & ~ arctg(3x) Al T

(@) f(x)=V1-x2arcsenx (h) f(x)= xarctg(x*—x) (i) f(x)=arcsenx

¢ Taxas relacionadas

(Expansdo Adiabdtica) Quando certo gads composto sofre uma expansao adiabdtica, a sua pressao p e

. N ~ 1,3 , dp dv
seu volume V satisfazem a equacao p V"° = k, onde k é uma constante. Mostre que — VE =13 pa .
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De um petroleiro quebrado vaza um grande volume V de 6leo num mar calmo. Ap6s a turbuléncia ini-
cial ter acabado, o petréleo se expande num contorno circular de raio r e espessura uniforme h, onde
r cresce e h de cresce de um modo determinado pela viscosidade e flutuabilidade do 6leo. Experién-
cias de laboratério sugerem que a espessura € inversamente proporcional a raiz quadrada do tempo
: c dr ) . :
decorrido: h = 7 Mostre que a taxa T com que o petrdleo se expande é inversamente proporcional

A
3/4

atr
Num certo instante ty, a altura de um tridngulo cresce a razao de 1 cm/min e sua drea aumenta a razao
de 2 cm?/min. No instante t,, sabendo que sua altura € 10 cm e sua drea é 100 cm?, qual a taxa de
variacao da base do triangulo?

Despeja-se areia sobre o chao fazendo um monte que tem, a cada instante, a forma de um cone com
diametro da base igual a trés vezes a altura. Quando a altura do monte é de 1,2 m, a taxa de variacao
com que a areia é despejada é de 0,081m3/min. Qual a taxa de variacdo da altura do monte neste
instante?

A aresta de um cubo cresce ao longo do tempo. Num certo instante f,, 0 seu volume cresce a uma taxa
de 10cm®/min. Sabendo que, neste instante, a aresta do cubo mede 30cm, qual é a taxa de variacdo da
drea da superficie do cubo?

Uma lampada estd no solo a 15m de um edificio. Um homem de 1,8m de altura anda a partir da luz em
direcdo ao edificio a 1,2m/s. Determine a velocidade com que o comprimento de sua sombra sobre o
edificio diminui quando ele estd a 12m do edificio e quando ele estd a 9m do edificio.

Uma tina de dgua tem 10 m de comprimento e uma secao transversal com a forma de um trapézio
isoésceles com 30 cm de comprimento na base, 80cm de extensdao no topo e 50 cm de altura. Se a
tina for preenchida com 4gua a uma taxa de 0,2 m3/min, quio rapido estara subindo o nivel da 4gua
quando ela estiver a 30 cm de profundidade?

Uma camera de televisdo estd posicionada a 4.000 pés de uma base de lancamento de foguete. O
angulo de elevacdao da camera deve variar a uma taxa que possa focalizar o foguete. O mecanismo
de foco da camera também deve levar em conta o aumento da distancia entre a cAmera e o foguete.
Vamos supor que o foguete suba verticalmente e com uma velocidade de 600 pés/s quando ja tiver
subido 3.000 pés. Quao rapido estd variando a distancia da camera ao foguete nesse momento? Se a
camera de televisdo apontar sempre na direcao ao foguete, quao rdpido estard variando o angulo de
elevacao dela nesse mesmo momento?

(Escada deslizante) Uma escada de 25 pés estd encostada na parede de uma casa e sua base estd sendo
empurrada no sentido contrdrio ao da parede. Num certo instante, a base da escada se encontra a 7
pés da parede e estd sendo empurrada a uma taxa de 2 pés por segundo.

(@) Qual avelocidade com a qual o topo da escada se move para baixo nesse instante?

(b) Considere o triangulo formado pela parede da casa, a escada e o chao. Calcule a taxa de variacao
da drea deste tridngulo no instante em que a base da escada se encontra a 7 pés da parede.

(c) Calcule a taxa de variacdo do angulo formado pela parede da casa e a escada, quando a base da
escada estiver a 7 pés da parede.

¢ Teoremas do valor intermedidrio e do valor médio

Seja h(x) =2x+ cosx.



(a) Mostre que h é bijetora.
(b) Calcule A7 (D).

(c) Admitindo k! derivével, determine (h~1)'(1).
. _ 1
35. Seja f(x)=e*— -3, x>0.

(a) Mostre que a equagao
x 1 X

e ————=
x 2 y

admite uma tinica solucdo para qualquer y € R. Conclua que f admite inversa.

(b) Seja g ainversade f. Mostre que |g(x) — g(¥)| < 2|x — y|, para quaisquer x, y € R.
36. Seja f(x) =tgx+ X3 —nl2<x<ml2.

(a) Mostre que a equacio tgx + xS = y admite uma tnica solucdo para qualquer y € R. Conclua que
f admite inversa.

(b) Seja g ainversade f. Mostre que |g(x) — g(¥)| < |x— y|, para quaisquer x, y € R.
37. Seja f(x) =3x°+5x3+7x, x€R.

(a) Mostre que f é inversivel e sobrejetora.
(b) Calcule f~! em termos de f.

(c) Se g:R—Réainversade f, mostre que |g(x) — g(y)| < %Ix— y| para quaisquer x, y € R.

38. Seja f(x) = x>+ x> +2x+1, gasuainversae a,b € R com a < b. Mostre que

1
gb)—gla) < E(b_ a.

39. Seja f(x) = x’ +8x% — x° —8x. Prove que f'(x) tem duas raizes distintas no intervalo ] — 1, 1[.

40. Use o teorema do valor médio para provar as seguintes desigualdades:

(@) |sen b—sen al < |b—al, paratodos a,b € R.

(b) I\/E—\/EIS%Ia—bl,paratodosa,beR,comazlebz 1.
(c) |ln%|SIa—bl,paratodosa,beR,comazlebz 1.

(d) bb—a“>a“(b—a),paratodos a,beRcoml<a<hb.

(e) e¥—eY=x—y,paratodos x,y com x =y =0.

41. Seja f uma func¢do derivavel no intervalo ] — 1, +oo[. Mostre que se f(0) =0e 0 < f'(x) < 1, para todo
x>0, entdo 0 < f(x) < x, para todos x > 0.

42. Mostre que f(x) = (1 + x)1/* é estritamente decrescente para x > 0. Conclua que

1+m<+e”.

43. Prove as seguintes desigualdades:
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1
(a) 2\/}>3—;, para todo x > 1

(b) e" > m¢
tgeb b
() g—>—pamO<a<b<%
tga a
x3 B2 x°
(d x——<senx<x——+—,parax>0
3! 3! 5!

(e) v1+x< 1+%x,parax>0

(f) 2xarctgx >1In(1 + x?), para x >0

(g) e*>1+xparax>0

2

(h) e*>1+x+ % parax>0

@ x"-1=zn(x-1)parax=1
Mostre que a equacido x> —3x? + 6 = 0 admite uma tinica raiz real e tente localiza-la.
Mostre que a equacdo x> + x*> —5x + 1 = 0 admite trés raizes reais e tente localiza-las.
Determine os possiveis valores de a para os quais a equacao

¥} +3x°-9x+a=0

admite uma tinica raiz real.

Mostre que a equagao 3x — 2+ cos(%") = 0 tem exatamente uma raiz real.

fx)

Seja f derivavel em R e seja g dada por g(x) = " x # 0. Suponha que x( é ponto de maximo local de

g. Prove que
xo f'(x0) — f(x0) = 0.

Prove que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa xy passa pela origem.

Seja f(x) um polindmio de grau 3, com trés raizes reais distintas. Mostre que f tem um ponto de
inflexdo, que é a média aritmética das trés raizes.

Sejam f : R — R derivavel e a, b € R tais que f(a) = f(b) = 0. Mostre que se f'(a) f'(b) > 0, entao existe
centre a e btal que f(c) =0.

Para que valores de k a equacio 2x3 — 9x? + 12x = k tem trés raizes reais distintas ?

Prove que se p € um polindmio, a equagao e* — p(x) = 0 nao pode ter infinitas solugdes reais. (Sugestao:
Divida por x” para um certo n suficientemente grande.)

Seja f : R — R derivéavel e com um tinico ponto critico xy. Prove que se x( for ponto de minimo (ma-
ximo) local de f, entdo x( serd o tinico ponto de minimo (méaximo) global de f.

Mostre que

X /2
(a) arcsen (?) = 2arctg(v/x) — 2 para qualquer x € R.
X

(b) 2arcsenx =arcsen(1-2x%), -1<x<1



55. SejaaeRtal que lim

X—+00

(ax—l
ax+1

X
) = 4. Determine a.

v« Funcgoes exponencial e logaritmica

56. Suponha que vocé receba as duas propostas abaixo para trabalhar por um més:

A. Vocé recebe 1 milhdo de reais no final do periodo.

B. Vocé recebe 1 centavo no primeiro dia, 2 centavos no segundo dia, 4 centavos no terceiro dia, e,
em geral, 2”1 centavos no n-ésimo dia.

Qual delas é mais lucrativa?

57. Calcule a derivada de cada uma das fung¢does abaixo:

1 1 x
(a) coshx = E(ex +e ) (b) sinhx = E(ex —e™) ©) f(x)=¢°
1
(d) f(x) = x°+e* (&) flx) =™+ — () f(x) =In(e* + 1)
e
@ ) =nx2+1+25)* (h) f(x)=In (x+Vx2+1) @ fx)=x"+n"
§) flx) =27 +3% (k) f(x) = In(arctg x) M) f(x) = (1+cos® x)*"*
— (X 3 arcsen(xz) =(3 tg(xz) _ ln(x3+ZX3)
(m) f(x) = (" +3x) (n) f(x) = (3+cosx) () f(x) = T
1
(s) f(x)=In i—tl ® fx) = yne+D ) f(x) = (1-senx)® !
58. Calcule, caso exista
In(1-2 In x100 1
@ lim 21229 (b) lim —— (©) lim ——
x—1" tg(mx) x—+o0  J/x x—0* cotg x
l X
(@ lim (Inx)®Y (e lim —= ) lim ==
x—1+ x—+oo e=X X—+00
. a . a . 1 2
(g lim x“Inx,a>0 (h) lim xsen(—) @ lm [———— - —
x—0* x—-+00 X x—0 \1—cosx x?
1 1 _ 1 . tgx ; X 1/x
0t oy ey i, Crsen® 0l o5
(m) lim xB*") (n) lim 1 +Inx| (o) lim arctg(2x”)
x—0* x—0* | x x—0 In(1 +3x2)
2 2
(p) lim M (@ lim(1 + sen2x)!/senx (r) lim M
x—0 xarctgx x—0 x—0 eX¥+e -2
(s) lim (tgxsecx—sec’x) (t) xlirp xn2/(1+In) () xlirP (1+3x)!/Inx
x—>%+ —+00 —+00
v) lim (sen x)1/1nx w) lim [In(x+3)"*~In(x+2)""*] lim (1—cosx)'*
x—07* —+00 x>0~

59. No seu livro de Cdlculo de 1696, I'Hospital ilustrou sua regra com o limite da funcao

V2a3x—x* — aValx

4
a—vax3

fx) =

quando x — a, a > 0. Calcule este limite.
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Y¢ Funcoes hiperbélicas

X —X

~ . e
Mostre que a fungdo sinh x =

é inversivel e sua inversa é dada por

arcsinhx=In(x+ VvV 1+x?), xeR.

Encontre as inversas das demais funcoes hiperbélicas e também suas derivadas.
Mostre que cosh? x —sinh? x = 1, sech®x = 1 — tanh? x e coth® x = 1 + csch?x, para todo x € R.
Mostre que cosh(x+ y) = sinh xsinh y+cosh x cosh y e sinh(x+ y) = cosh xsinh y+cosh ysinh x, x, y e R.

Esboce os gréficos de todas as func¢oes hiperbélicas e de suas inversas.

v« M4ximos e minimos

a
Encontre a € R para que f(x) = x*> + — tenha:
X

(@) um minimo local em x = 2.
(b) um minimo local em x = —3.
(c) Mostre que f ndo terd méximo local para nenhum valor de a.

(a) Esboce o gréfico de f(x) = x2e %,

(b) Determine, em funcéo de k, o ntimero de solucdes reais da equacdo ke* = x2.

ex
(a) Ache o ponto de minimo de f(x) = < no intervalo ]0, +ool.

a+b

(b) Prove que > ¢*, paratodos a>0e b>0.

a

Seja f uma funcdo. Se existir uma reta y = mx + n tal que xlirp [f(x) — (mx+ n)] =0, dizemos que
— 100

y = mx + n é uma assintota para f. Prove que a reta y = mx + n é uma assintota para f se, e somente

X
se, lim iCo) =me lim (f(x) — mx) = n. (Tudo o que dissemos para x — +oo vale também para
X—+00 X X—+00
X — —00.)

Esboce o grafico das funcoes abaixo e dé as equagoes das assintotas, quando existirem.
3

_ 4 3 _ _
(a)f(x)—xs+21x +1 (b)f(x)—xz_11 (C)f(x)—szr61
X" — X — 2
@ f00) =57 © f0=—— () f(x) = 3= e 2
@ f(x) = Vx3—x2 (h) f(x) = e* —e3* () f(x) = x—3Inx-=
1
) f(x) = % ® o0 =Vrx-D2 O fx)=x"
) 2x? (x-2)3
(m) f(x) =In2x) -In(Bx“+3) () f(x) = 21 (0) f(x)= 2
(p) f(x) = ¥ -2x-3 (@ f(x) =arctginx) (© F(x) _X-arl
p T x+2 9 a B & B | x2
e nx
(s) f(x) = x*Inx ) =— W f0=—
_ 3,2 o x+1 _ 32
W) fx)=x"+x"+x (W)f(x)_—x2+x+1 X f(x)=Vx*—x

8



69. Achar os valores minimo e méaximo de:

(@ f(x)=senx—cosx, x€[0,r]

(b) f(x)=V3+2x—x3, ——<x<1
(© flx)= —+lnx,—<xs4

d) fx)=Vad-2x2,-1<x<2
e fx)=|x*-2x%,0<x<3
@ fx)= x—4—x —2x*+3,-2<x<3

(@ fx)=x3-3x*+3x-1,-2<x<1
5 4
h) fx)= ——?—x +4x*—4x+1,-3<x<3

70. Para que nimeros positivos a a curva y = a* corta areta y = x?

71. Seja f :R — R uma func¢do derivavel e seja a € R fixado. Verifique se as afirmacoes sdo verdadeiras ou
falsas, justificando sua resposta:

(a) Se f'(x) >0, para todo x > a, entdo
Jim 0=

(b) Se f é derivavel até segunda ordem com f'(x) >0e f”(x) > 0, para todo x > a, entao

Jim 0 =

(c) Se lim f'(x)=0entdo lim f(x)=LeR.
X—+00 X—+00

(d) Se existe uma assintota para f (quando x — +00) com coeficiente angular m e se existe

lim f'(x)=

X—+00
entao L = m.

(e) Se xlirP f'(x) = meR, m#0entdo f tem uma assintota com coeficiente angular igual a m.
—T00

v¢< Respostas

(1) a=-3/2,b=0ec=7/2;(2) (a), (0), (e), (), (g), (h), (i), (j), (k) sdo continuas em x; (f), (g), (j) sdo
derivaveis em xo; (3) 6sec?9; (5) Sim (6) 2\/_ f (a) (7) Somente (4) esta correta; (8) (a) em todos os

. _1
w— V2 6os(¥/3).; (b) —1; (0) —1;

(11 3,-3); 12) (-1,-13), y=16x+3; (0,7), y=16x+7; (1,19), y=16x+3; (13) y=9x, y = —x; (14)
—12; (15) Nao; (16) -1,(A8) y=x09) y+x=2;, y+x=-2; (20) 2; 2x+7y—12 = 0; (26) —1,6; (27)

4(mm/mm (28) 3cm 2 /'min; (29) 3,6m/s; 0,9m/s; (30) 10cm/mln (31) 360 pes/s; 0,096 rad/s; (32) (a)
Epes/s, (b) 527peszls (c) Tzrad/s.

pontos;

(34) (b) 0; (c) 5; (46) a>50ua<-27;(61)4< k<5;(55) a=1/In2; (56) B;



(58) (a) 0; (b) 0; (c) 0; (d) 1; (e) O; (f) 0; (g) 0; (h) a; (i) é; () 1L; & 1; @) e*; m) 1; (n) +oo; (0) %; (p) 1; (@)
e?; (r) 3; () —%; (0) 2; (u) e (V) e; (W) 1; (X) +o0; (59) 167“; (64) (a) a=16; (b) a=—-54;

4 4
(65) Nao héa solucgoes se k < 0; tem 1 solucdose k =0ou k > z; tem 2 solucoes se k = ?; tem 3 solucoes

4
se0<lc<—2.
e

(66) (a) xo = 1; (69) (a) -1, v2; (b) \/% \/3+1/3%; (©) 4, 1; (d) —V/3,0; (e) 0, 27; (f) —87/4, 7; (8) —27, 0;
(h) £(=3), f(~2); (70) a < e¥;

(71) (b) e (d) sao verdadeiras e (a), (c), (e) sao falsas.
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