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Nestas notas vamos definir logaritmos e exponenciais usando ferramentas do calculo. Va-
mos assumir conhecida a seguinte versdo do teorema fundamental do célculo:

Se f : [a,b] = R é continua entdo a fungdo F(x) = fax f(t)dt é diferencidvel e F'(x) = f(x)
para todo x € [a, b].

1 Definicoes
Comecemos com o logaritmo natural. Definimos
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Inx = ,
1t
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para todo x > 0. Evidentemente, In1 =0 e (Inx)’ = 1/x, x > 0. Logo, In é uma funcéo crescente
em (0, 00).
Mostremos que In(xy) = Inx + Iny, para todos x, y > 0. De fato,
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Fazendo a mudanga de varidvel t = xs, 0 < s < y, na tltima integral acima, temos
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como queriamos. Em particular, se n > 0 é um inteiro, entdo

In(x") =In(x-...-x) =nlnx.
—

A igualdade vale também se n é um inteiro negativo. De fato, dado n > 0, basta aplicar In a
ambos os membros da igualdade x" - x™" = 1 para concluir que In(x™") = —In(x") = —nInx. Mais
geralmente, se r = p/q com p, g inteiros e g > 0, entdo, como (x")? = x”, podemos aplicar In e
obter g - In(x") = In(x”) = plnx, logo, In(x") = rIn x. Temos assim, o seguinte teorema.

TeoremaA 1.1 A fungio In definida em (1.1) tem as sequintes propriedades:
1. In1=0;
2. In(xy) = Inx + Iny para todos x, y > 0;
3. In(x") = r - Inx para todo x > 0 e r racional;

4. (Inx)" = 1/x, para todo x > 0;



5. limy, 0 Inx = +00 e limy o+ Inx = —o0;
6. In é uma bijecdo crescente entre (0, c0) e R.

Prova. E suficiente mostrarmos a propriedade (5). Como In(2") = n-In2 e In2 > 0, segue que
lim,, e In(2") = +00. Como In é crescente, temos lim,_,,o Inx = +0o. Usando 27" em lugar de
2", argumentos semelhantes mostram que lim,_,o+ Inx = —oco. i

Sendo In uma bijecdo entre (0, ) e R, podemos considerar a sua func¢do inversa, chamada
de fungdo exponencial, a qual denotaremos por exp : R — (0, o). Assim, relagdo entre exp e In é
dada pelas igualdades
exp(Inx) =x e In(expy) =y

para todos x > 0 e y € R. O teorema a seguir enuncia as principais propriedades de exp.
TeoreEMA 1.2 A fungio exp : R — (0, o0) tem as sequintes propriedades:

1. exp0=1;

2. exp(x +y) = (exp x)(exp y), para todos x,y € R;

3. (expx)" = exp(rx), para todo x € R e r racional;

4. (expx)’ = expx para todo x € R;

5. limy,_expx =0elim, ;0 expx = +o0.

Prova. A propriedade (1) decorre diretamente da definicdo de funcdo inversa. Para (2),
fixados x, vy € R, sejam a,b > 0 tais que x = Ina e y = Inb. entao,

exp(x + y) = exp(Ina + Inb) = exp(In(ab)) = ab = (exp x)(exp y).

Para provar (3), basta ver que In((expx)") = rln(expx) = rx e In(exp(rx)) = rx. Como In é
bijetora, segue a igualdade em (3).
Para derivar exp, usamos a férmula conhecida para derivada de uma fungdo inversa: se
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y = Inx entdo (exp)'(y) = Gym = 77 = ¥ = eXpy, para qualquer y € R. Os limites em (6)

decorrem imediatamente do fato que exp é a inversa de In. |

2 O nuameroe
Definamos o nimero e pela igualdade exp 1 = e. Vemos que

expn=exp(l+...+1)=expl-...-expl=e",
~————

nvezes

se n > 0 é inteiro. Ainda neste caso, vemos que exp(—n) = (expn) ™ = (") = ¢ Ser = % com
p e g > 0 inteiros, entdo (exp )7 = exp(p) = €’; extraindo a raiz g-ésima de ambos os membros,
temos exp r = ¢'. Isso prova a proposigao abaixo.

Prorosi¢Ao 2.1 Dado qualquer r racional tem-se que expr = ¢’

Vejamos outra expressdo para o nimero e. Pondo f(x) = In(1 + x), temos que a derivada de
f emx =0¢1. Isto significa, pela definicdo de derivada, que
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Fazendo x — 0 pela sequéncia x, = 1/n, n > 1, segue que

1= limnln(l + l) = limln((1+ 1) ) .

n—00 n n—o00 n

Como (1 + %)n = exp (ln ((1 + %)“)) e exp é uma funcdo continua, segue que

lim(1+%) =expl=e.

n—-oo

Vamos mostrar agora que
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Escrevamos a, =1+ 1+ % +...+ % eb, = (1 + %) , para cada n > 1. Em primeiro lugar,

comon!=n-m—-1)-...-3-2-1>2-2-...-2-2-1=2""para cada n > 2, temos que
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para todo n > 1, portanto, a série )., % é convergente. Denotando por a sua soma, vemos que
2<a<3.

Vamos analisar agora a sequéncia b,. Desenvolvendo b, pelo bindmio de Newton, temos
que
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Cada termo da tdltima soma é menor que o termo correspondente na soma definindo a,,
portanto, b, < a, para todo n > 1. Como {b,} converge para ¢, temos que ¢ < a. Vamos
provar que e = a.

Dadoe>Osejapta1quea—ap<8,istoé,a—<1+1+%+...+
temos que

by >1+1+5(1-H+5(1-1)(1-2)+.. +1(1-1)(1-2)...(1-5).

Mantendo p fixo e fazendo n — oo na tltima desigualdade, vemos que
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p.) < ¢. Dado qualquern > p,
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Como ¢ > 0 é arbitrario, fazendo ¢ — 0, temos que e > a, e portanto, e = a, como queriamos.
Logo,
1\' v 1
ezlim(1+—) = —.
n—oeo n n!
n=0

3 Poténcias reais

Nesta se¢do, vamos usar as fung¢des da se¢do 1 para definirmos poténcias da forma a* coma > 0
ex € R

Comecamos definindo ¢* = exp x para qualquer x € R. Se x é racional, a nossa defini¢ao
coincide com a defini¢do usual, pela proposi¢do 2.1. Para passarmos a uma base qualquer a > 0,
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observamos que a = exp(Ina) = ¢, 0 que nos incentiva a definir a fungdo exponencial na base a
por

X xIlna

at =",

para qualquer x € R. A fungdo exponencial na base a tem propriedades bastante semelhantes
as da fungdo exponencial natural.

TeoremA 3.1 A fungdo exponencial na base a tem as sequintes propriedades:
1. a°=1;

a*V =qa*-a¥ parax,y € R;

(@)Y =a"¥ parax,y € R;

@) =lna-a*, xeR;

S N

Se a > 1 entdo lim,_, ;o a* = +o0 e lim,_,_ a* = 0. A aplicagio x +— a* é uma bijecdo crescente
entre R e (0, 00);

6. Se 0 < a < 1 entdo lim,_,,oa* = 0 e lim,_,_a* = +oo. A aplicagdo x — a* é uma bijegio
decrescente entre R e (0, o).

OBservaGAo 3.2 Com a defini¢do de exponencial na base 2 dada acima, é imediato verificar que
os itens (3) dos teoremas 1.1 e 1.1 sdo validos também para r € R.

Pelo teorema 3.1, vemos que a fungdo exponencial de base 2 admite uma inversa, chamada
de logaritmo na base a, denotada por log,. Decorre diretamente da definigdo que a* = y se e s6 se
log, v = x, para quaisquer ¥ > 0 e x € R. Evidentemente, log, x = Inx, para todo x > 0.

TeorEmA 3.3 A funcio log, tem as segquintes propriedades:
1. log,1=0;

log (xy) = log, x + log, y para todos x, y > 0;

log (x") = r-log, x para todo x > 0 e r racional;

(log,x)" = 1/xIna, para todo x > 0;

S

Sea > 1entdo lim,_,, log, x = +o0 elim,_,o+ log, x = —oo, e portanto x +— log, x é uma bijecio
crescente entre (0, ) e IR;

6. Se 0 <a < 1entdo lim,_,,,log, x = —oo e lim,_,o+ log, x = +00, e portanto x  log x é uma
bijecdo decrescente entre (0, ) e IR;

Finalmente, como e"* = x = g'°8:* = ¢l"*l°&:% para todo x € R, vemos que Inx = Ina - log, x,
de onde obtemos a relagao
g, x =
08X =1 -
Exercicio 3.4 Dado qualquer a > 0 use uma argumenta¢do semelhante aquela utilizada na
se¢do 2 para mostrar que



