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ATENCAO!

1. Vocé pode utilizar todos os resultados provados em aula e deve justificar todas as suas respostas;

2. A sua nota dependerd mais da qualidade de suas resolucdes do que da quantidade de questoes
que vc resolver. Mas, mesmo assim, tente resolver o maximo que puder!

3. A data final para entrega é 25/10/2013.

4. Boa prova!



Questdo 1 (a) Sejam A c R denso e f: R — R tais que f!(a,00) é mensurdvel para todo a € A.
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Mostre que f é mensurdvel.
Encontre subconjuntos E, F c R tais que EU F =R, E tem medidanulae F é magro.1

Mostre que se f:R — R é mensurdvel e g: R — R é continua entdo go f:R—Re fog:R—R
sa0 mensuraveis.

Mostre que se [ :R — R é mensurédvel e B c R é boreliano entao f ~1(B) é boreliano.

Seja f : R — R mensuravel limitada. Dado € > 0, mostre que existe uma funcao escada? ¢ : R — R
tal que |f — | <e.

Mostre que se f : [a, b] — R é mensurdvel e € > 0 entdo existe uma funcao continua ¢ : [a,b] — R
tal que {x € [a, b] : ¢(x) # f(x)} tem medida <e.
Construa um boreliano E < [0, 1] de interior vazio e medida 1.

Mostre que se I < R é um intervalo e B c R é um boreliano entio I + B é um boreliano.?

Seja I < R um intervalo aberto e f: I — R uma fun¢do mensurdvel. Mostre que o conjunto dos
pontos onde f é diferencidvel é mensurével.

Dada uma sequéncia { f} ,en de funcoes f, : E — R mensurdveis e E < R boreliano, mostre que
os conjuntos E; abaixo sdo mensuraveis:

(a) E; é o conjunto dos pontos x € E para os quais a sequéncia {f,(x — [x])} ,en estd definida,
converge e a funcao limite é continua.

(b) E, é o conjunto formado pelos x € R tais que a sequéncia
fsen(fu (02— 1) + ™0y

é monotona (crescente ou decrescente), converge para um nuamero transcendente ou in-
teiro e a funcdo limite é continua em x.

(c) Assumindo que E seja um intervalo aberto e exista f(x) = lim,_ f;(x), definimos Ej3
como o conjunto dos pontos nos quais f é diferencidvel.

Questao 2 Calcule os seguintes limites:
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!1sto significa, por definicdo, que F estd contido em uma reunido enumeravel de fechados com interior vazio. Veja o
livro Measure and Category, John Oxtoby.

2Uma fungdo escada é uma funcao da forma ¢ = Z;’Zl axi onde cada I3,..., I, sdo intervalos de R.

3Mostre que o conjunto dos B'’s satisfazendo esta condicio é uma o-élgebra contendo os intervalos. Tenha cuidado: a
soma de borelianos em geral pode nem ser mensurével!
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Questdao 3 Uma familia ndo-vazia </ de subconjuntos de um conjunto X é dita uma dlgebra se for
fechada por complementares, reunioes e intersec¢oes finitas. Uma pré-medida em </ é uma funcao
Uo : </ — [0,00] tal que:

L. po(@) =0;

2. Se{E,}, é uma familia de conjuntos disjuntos em .2/ cuja reuniao pertence a .2/ entao yo (U, En) =

Nesta questao, vamos mostrar como passar de uma pré-medida em uma dlgebra para uma medida
em uma o-algebra.

1. Mostre que a familia .« formada por todas as reunioes finitas de intervalos de R é uma édlgebra
e [ — |I| é uma pré-medida em <7

2. Se iy é uma pré-medida em o7, defina
u*(E) = inf{z,uo(En) :Epe o/, Ec|JE, } .
n n

Mostre que p* é uma medida exterioremX, i.e., u* (@) =0, u*(A) < u*(B)se AcBe u* (U, En) =

3. Um subconjunto E c X é dito pu* -mensurdvel (ou mensurdvel segundo Carathéodory) se satisfi-
zer a condicao milagrosa
©(A) = u* (ANE) + u* (A\E),

para todo A ¢ X. Mostre que a familia .# formada pelos conjuntos u*-mensuraveis é uma
o-algebra e a restricdo de pu* a .# é uma medida.

4. No item anterior, mostre que se v € uma medida em uma o-algebra contendo . tal que vA =
1A para todo A € &/ entdao VE = uE para todo E € .# tal que uE < co. Se u é o-finita (i.e., X é
reunido de elementos de ./ de medida finita) entdo v =pem .Z.

Questao 4 Nesta questdo, construiremos a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a uma funcao cres-
cente continua a direita* F: R — R.

1. Considere a dlgebra de conjuntos < formada pelas reunides finitas de h-intervalos (i.e., inter-
valos da forma (a, b] ou (a,o0), com —oco < a < b < oo) e defina

n

uo(U (aj’bﬂ) =) (Fbj)-F(ayp),
j=1

j=1

e o(®) = 0. Mostre que o € uma pré-medida na dlgebra ..

*Isso significa que lim,_, ¢ F(x) = Flxo).



2. Use o item (c) da questdo anterior para concluir que existe uma tnica medida pr definida em
P tal que ur((a, b)) = F(b) — F(a), paratodos a < b.

3. Prove areciproca do ftem anterior: se ¢ ¢ uma medida de Borel em R (i.e., uma medida definida
sobre %) entao definindo
u(0, x]) sex>0
F(x)=10 sex=0
—u((x,0]) sex<O

temos uma funcao crescente e continua a direita tal que yur = u em %y.

Questdao 5 Use a questdo 3 para construir a medida de Lebesgue em R”, usando a abordagem pro-
posta abaixo:

@ Considere a algebra gerada pelas unides finitas de paralelepipedos e munida da pré-medida
gerada por po(Iy x...x Ip) =[I]-...- [I,].

@ Verifique que a medida assim obtida é regular.

Questao 6 Um problema que intrigou matematicos como Cauchy, Banach e Sierpinski é o seguinte:
Serd que uma fungdo f : R — R satisfazendo a equacgdo funcional
fx+y)=fx)+f() (D
para todos x,y € R é necessariamente da forma f(x) = ax, para algum a € R? A resposta para esta
questdo é NAO.
1. Mostre que f(rx) =r f(x) paratodosre Qe xeR.

2. Mostre que qualquer f continua satisfazendo a condic¢ao (1) é daforma f(x) = ax, paraa = f(1).

3. Este item pressupoe conhecimento de dlgebra linear elementar e sua resolucao nao afeta o res-
tante do exercicio. Seja % uma base de R visto como espaco vetorial sobre Q e #* sua base
dual. Mostre que qualquer elemento f € %™ satisfaz a equacao (1) e ndo é da forma f(x) = ax
para nenhum a € R.

Nos préximos itens, vamos provar que se f satisfaz (1) e é mensurdvel, entdao f é continua e,
portanto, é da forma f(x) = ax, x € R, para algum a € R. Para tanto, fixemos uma tal f.

4. Basta provar que f é continua na origem. Dado um intervalo aberto J contendo a origem, mos-
tre que existe um aberto U contendo a origem tal que U — U c I.

5. Seja {r,}, uma enumeracao de Q. Mostre que R = ey f‘l(rn + U) e que algum dos conjuntos
Wp=f ~Y(r, + U) tem medida positiva.

6. Mostre, usando o fato que f satisfaz (1), que W,, — W, < f1(U - U) < f~1(I). Conclua, que para
algum n € N, f~1(I) contém um intervalo em torno da origem, ou seja, f é continua na origem.

Questao 7 Seja E c R mensuravel de medida positiva. Isso ndo significa que E seja grande do ponto
de vista topolégico, mas um fato surpreendente, demonstrado por Kolmogorov, é que o conjunto das
diferencas

E-E={x-y:x,yeE}

contém um infervalo centrado na origem. O objetivo desta questao é fornecer uma prova deste fato.
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. Dado ¢ € (0, 1), mostre que existe um intervalo aberto I c R tal que m(En I) > d|I|.

. Tome 6 = ?—1 e aplique o item acima para obter um intervalo aberto I tal que m(EnI) > %II l.

Dado x € (—3!I],5|1), pondo A= EnIe B =(ENI) +x, mostre que AN B # ¢. Em particular,
A— A contém o intervalo (—%II l, % |1 I). Conclua que E — E contém um intervalo aberto.

. Conclua que existe um par de pontos distintos de E cuja diferenca é racional.



