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ATENCAO!

1. Vocé pode utilizar todos os resultados provados em aula e deve justificar todas as suas respostas;

2. A sua nota dependerd mais da qualidade de suas resolucdes do que da quantidade de questoes
que voce resolver. Mas, mesmo assim, tente resolver o méximo que puder!

3. Em todas as questdes, a menos de mengao contréria, E denota um subconjunto mensuravel de
R", munido da medida de Lebesgue m.

4. A data final para entrega é 09/12/2013.
5. As questoes 1 e 4 sdo obrigatorias.

6. Boa prova!



Questdo 1 Considere o a medida de Lebesgue na esfera S~ conforme vimos em aula.!

1.

2.

Dados ajy, ..., a, inteiros ndo-negativos, chamamos a = (ay, ..., a,) de multi-indice. Definimos
x®=xt e xy,
para quaisquer multi-indice a e x € R". Mostre que

0, se algum a; é impar
fsn_l x%do =< 2T (B1)-...-T(Bn)
TBr+...+Bn)

, setodosos fjssdoparese ;= (a;+1)/2,1<j<n

Uma boa dica é integrar f(x) = e~ *’ x@ em R™. Aqui, I' denota a funcdo gamma usual.

nl2 nl2

e m(B") = ———
['(n/2) [(Z+1)

2
origem de raio 1 em R”.

Mostre que o8 hH = , onde B" denota a bola aberta centrada na

Questao2 (a) Sejam f,,gn f,8:E— R mensuraveis, n € N, tais que fr,— f, 8n— &£ 9.5, | ful < 1gnl

(b)

(©
(d)

(e)

)

€]

(h)

e | fndm— | fdm. Adapte a prova do teorema da convergéncia dominada para mostrar que
E E

fEfndmﬁfEfdm.

Mostre que se f;, f € LY(E) efn— fqs. entéof | fn—fldm — 0seeso sef | faldm —»f |fldm.
E E E
Mostre que se f:R — R é mondtona e B R é boreliano entao f(B) é boreliano.

Mostre que se f : R — R é mensuravel entao existe g : R — Rboreliana tal que [ f # g] tem medida
nula.

Prove resultados de aproximacdo por funcoes continuas e somas de funcdes caracteristicas de
cubos disjuntos semelhantes aqueles vistos em R para fun¢gdes mensuraveis f : R" — R.

Dado E c R de medida nula, encontre f : R — R monétona com derivada nula fora de E tal que
D+ f(x) = +oo paratodo x € E.

Sejam E < R"” um cubo fechado e f: E — R uma funcao continua. Defina N : R”* — R pondo
Ny =#f"(),

onde f~1(y) = {x € E : f(x) = y}. Mostre que N é uma funcao mensuravel. Podemos enfraquecer
alguma(s) hipdtese(s) sobre f ou E de forma que o resultado continue verdadeiro?

(Para quem sabe topologia) Seja .# a familia dos subconjuntos mensuraveis de E. Para A, B €
A , defina

d(A,B) :fEIxA—xBldm-
Mostre que d define uma pseudo-métrica em .# (d da uma nocao de convergéncia de conjuntos

mensuraveis). Mostre que .# munido desta métrica é um espago métrico completo. Interprete
este resultado em termos da no¢ao de convergéncia estabelecida.

1A medida o é caracterizada pelo fato de termos f fX)dx= f f f(rx/)r”_ldcrdr paratoda f € LI®™).
R 0 Snfl



Questao 3 Seja f, : E — Ruma sequéncia de funcdes mensurdveis. Considere as seguintes defini¢oes:

1.

Dizemos que {f,} converge em medida para uma funcio mensurével f : E — R se
lim m ([l /- flzel)=0
para qualquer € > 0 dado. A sequéncia { f;;} é dita de Cauchy em medida se
im m (Ufn—fmlzel)=0

para qualquer € > 0 dado.

. Dizemos que {f;,} converge para f em L! se nlim f |fn— fldm — 0.

. Dizemos que {f,} quase uniformemente se dado € > 0 existe A c E mensurdvel mA < ¢ tal que

fn — f uniformemente em E\ A.

. Dizemos que f,, — f quase sempre se f,(x) — f(x) exceto para x em um subconjunto de medida

nulade E.

. Dizemos que f, — f uniformemente se dado € > 0 existe NV € N tal que | f,,(x) — f(x)| < € para

todosxe Een=N.

O objetivo desta questdo € explorar as relacdes entre os diversos modos de convergéncia.

10.

11.

. Mostre que o limite em medida de uma sequéncia é tinico, se existir.

. Mostre que se f;, — f em L! entdo f,, — f em medida.

. j j+1
Seja f,, = x1,, onde I, = (27’%

medida mas ndo converge q.s. para nenhuma funcao.

) para cada n = 2k +jcom0=<j< 2k Mostre que f;, — 0em

. Mostre que se E tem medida finita e f;,, f € L! sdo tais que f,, — f uniformemente entéo f;, — f

emL!.

. Se f, — f quase uniformemente entdo f, — f q.s.

(Teorema de Egoroff) Se mE <ocoe f;, — f q.s. entdo f;; — f quase uniformemente.

. (Teorema de Egoroff 2) Se existe g € L}(E) tal que |f,| < ge f, — f q.s. entdo f, — f quase

uniformemente.

. Mostre que se {f,} é de Cauchy em medida entao {f,,} admite uma subsequéncia que converge

g.s. para uma funcao mensuravel f. Além disso, f;, — f em medida.

. Mostre que se f;, — f em L! entdo {f,} admite uma subsequéncia que converge para f q.s.

Mostre que se f,, — f quase uniformemente entao f,, — f em medida.

Se f,=0e f,;, — f em medida entéof fdm sliminff fn-
E E

n—oo



12. Selfnlsgefnﬁfemmedidaentéoffndmﬁffdm.
E E

13. (Para quem sabe topologia) Suponhamos que mE < co e definamos para f, g : E — R a métrica

lf—gl
d(f, :f—d
8= | Tir-ai™

Mostre que d é uma pseudo-métrica e d(f,, f) — 0se e s6 se f,, — f em medida.
Questdo 4 Identifique a medida de Lebesgue nas seguintes superficies S c R3:

1. S é o paraboléide z = x* + y?;

2. Séaselaz:yz—xz;

3. Sé o cone z2

=+
4. S é aesfera de centro na origem e raio r > 0;
5. Séoelipséide x*/a® + y*/b*> + z*/c* =1, a, b,c > 0.

6. S é o hiperboléide x? + y*> — z? = 1.



Questdo 5 Dizemos que uma familia de cubos 2 cobre um subconjunto A c R” no sentido de Vitali
se dados x € Ae e >0 existe Q € 2 tal que x € Q e diamQ < €. (Aqui diam Q denota o didmetro de
Q, definido como diamQ = {|x—y| : x,y € Q}.) O objetivo da questao é estender o lema de Vitali
unidimensional visto em aula para o caso n-dimensional e aplicar o resultado para obter o teorema
de diferenciacao de Lebesgue.

1. (Vitali) Mostre que se £ é uma familia de cubos fechados (ou bolas fechadas) que cobre A no
sentido de Vitali entdo existe uma sequéncia {Q,},>1 de cubos (bolas) disjuntos tais que

m*(A\UQn):O.

n=1

1

2. Dada f :R" — R mensuravel, dizemos que f € Lioc

sef | fldm < oo paratodo K < R” compacto.
K

Para uma tal f, definamos

1
Arflr) s ———— dm(y),
T = B Jaien T P4MW)

onde B(x;r) denota a bola aberta de centro x e raio r > 0. Mostre que A, f(x) é continuaem r e
em x (conjuntamente).

3. O operador maximal de Hardy-Littlewood é definido como

1
H = Ay = _— d .
U Srlig 1) S‘;l;l(r)) m(B(x;1) JBx;r) Fldm(y)

Mostre que H f é mensuravel e existe C > 0 (dependendo somente de n) tal que

m([Hf > a]) < gfw | f (x)|dm(x)

paratoda f € L}(R") e todo a > 0.

4. Mostre que se g : R" — R é continua de suporte compacto entao lirgl Arg=gqs.
r—0+
5. Mostre, usando aproximacoes, que lil’(I)l Arf = f q.s. para qualquer f € Llloc([R{").
r—0t
6. Dada f € LlloC (R™), o conjunto de Lebesgue de f é definido por
1
Lr=<xeR": lim —— lf(y) = (x)ldm():O}.
f { A B Sy TV d
Mostre que o conjunto dos pontos x € R” tais que lir(r)l Ay f(x) = f(x) contém Ly. Verifique que
r—0t
se f € continua em x entdo x € L.

7. Mostre que m(R" \ L) = 0 e conclua o Teorema de Diferenciacdo de Lebesgue: Se f € LIIOC(IR”)
entao

lim —— - d =0,
rlr& m(B(x;r) B(x;r)lf(y) Fldmiy)

para quase todo x € R”. Em particular,

)f(y)dm(y) = f(x)

lim ——
r—0* m(B(x;1) JB(x;r

para quase todo x € R”.



8.

10.

11.

Mostre que o teorema de diferenciacdo de Lebesgue continua valido se trocarmos as bolas?
B(x;r) por cubos Q(x; r) centrados em x de lado r > 0. Mostre que tal resultado continua valido,
em geral, se trocarmos a familia B(x;r) por uma familia de conjuntos E(x;r) tais que E(x;r) D
B(x;r)e xeu%}}f»() m(E(x;r))/m(B(x;r)) > 0.

. Uma medida de Borel g em R” é dita absolutamente continua em relacdo a medida de Lebes-

gue se dado € > 0 existe § > 0 tal que uE < § implica mE < e. Mostre,> usando argumentos
semelhantes aqueles utilizados em aula para mostrar a existéncia da derivada de uma funcao
mondtona, que para quase todo x € R”, existe

ap 0 = lim 1(Qr(x)) ,
dm k—oo m(Q(x))

onde {Qx(x)}xen € uma familia de cubos de R” que contém x cujos didmetros tendem a zero. O

limite, inclusive, independe da sequéncia utilizada. A funcao d_“ (x) é chamada de derivada de
m

Radon-Nikodym de p em relacdao a m e verifica a igualdade

_ dp
ff(x)du(x) —ff(X)dm(x)dm(x),
para qualquer f boreliana.

d
Para n =1, caso u = up para F crescente, verifique que ﬁ (x) é a derivada usual de F.

Mostre que se E c R"” é mensurdvel entao

m(EnB(x;r)) B
A mBEG)

para quase todo x € E.

2Desconsidere o péssimo trocadilho...
3Isso é equivalente a dizer que mE = 0 implica uF = 0, mas ndo vem ao caso agora.
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