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Nosso objetivo nestas notas é provar alguns resultados de cédlculo em duas variaveis.

1 Diferenciabilidade e derivadas direcionais

Seja D < R? um aberto, f : D — R uma funcéo e (xo, yo) € D. As derivadas parciais de f em (xg, yo) sdo
definidas por
S (xo+ h, yo) = f (%0, yo)

h

0 ) -
é(xO,yo) = fx(x0,¥0) = }ll_lg

f (x0, yo + k) — f(x0, yo)
- )

Na prética, é muito simples calcular as derivadas parciais de uma funcao. Basta observar que,
fixado o ponto (xp, yo), podemos considerar a fun¢do de uma variavel ¢t — f(t, yp); a derivada parcial
em relacdo a x em (xy, yo) € exatamente a derivada da funcdo f em xp. Da mesma maneira, a derivada
da funcao u — f(xp, u) em yy coincide com a derivada parcial em relacdo a y em (xy, yp). Portanto,
para calcular f; podemos pensar y como constante e derivar a funcdo de uma varidvel obtida e o
mesmo vale com x em lugar de y.

Uma pergunta natural que surge é saber quao forte é conceito de derivada parcial, ou, dito de outra
forma, saber que propriedades possui uma funcao que possui derivadas parciais. O exemplo abaixo
mostra que a simples existéncia de derivadas parciais ndo garante muita coisa a respeito da funcao.

0 i -
é(xo,yo) = fy(x0, o) = ]lcl_rf(l)

Exemplo 1 Seja f:R?> — R dada por

, se (x,y) #(0,0)
flx,y) = X2 + 2 y
0, se (x,y)=1(0,0)

As derivadas parciais de f sdo

VXY o) £0,0 VX e 5y) 20,0
felx,y) =1 (k2 +y2)2 v Hly) =4 (k2 +y?)?

0, se (x,y)=(0,0) 0, se (x,y)=(0,0)

Embora f possua derivadas parciais em (0,0), é facil ver que f sequer é continua em (0,0), pois
lim;—o f(£,0) =0elim;,_o f(£,£) =1/2.

O exemplo anterior mostra que, se desejarmos garantir algo melhor, como continuidade, por
exemplo, devemos exigir algo mais que simplesmente a existéncia de derivadas parciais. Olhando um
pouco mais de perto, observamos que as derivadas parciais de f ndo sdo continuas, poislim;_g fx(0, t) =
lim,_.o1/¢, que ndo existe. Algo semelhante ocorre com f,.

A existéncia de derivadas parciais de uma funcao f: D — R em um ponto (xy, yo) € D nos permite
construir um objeto geométrico muito importante associado a f: o plano tangente.



Olhando para a funcao ¢ : t — f(f, o), podemos considerar a reta tangente ao grafico de ¢ no
ponto (xo, f(xo,yo)) incluida de maneira natural no espaco tridimensional. Isso nos fornece a reta
Iyt (x,¥,2) = (X0, Yo, f (X0, y0)) + A(1,0, fx(x0, y0)). Fazendo uma argumentacdo anéloga com a fun-
¢do u+— f(xo,u), obtemos areta ry : (x, y, 2) = (xo, Yo, f (x0, yo)) + A0, 1, f (x0, yo)). Tais retas determi-
nam um Unico plano que passa pelo ponto (xy, ¥, f (X0, Yo)) € € normal ao vetor 7 = (1,0, fx(xo, Yo)) X
(0,1, fy(x0, y0)) = (= fx(x0, yo), — fy (X0, yo), 1). A equagao geral deste plano é

= fx(x0, y0) (x = x0) — fy (X0, Y0) (¥ — yo) + (z — f (X0, y0)) =0,

ou, equivalentemente,

z— f(xo0, o) = fx(xo, yo) (x — Xxo) + fy (X0, yo) (¥ — o) -

Este tltimo plano é chamado plano tangente ao grdfico de f no ponto (xy, yo, f (X0, yo)). Assim como
no célculo em uma varidvel a reta tangente ao grafico de uma funcdo (diferenciavel) em um ponto
aproxima a funcao naquele ponto, alimentamos a esperanca de que o plano tangente ao grdfico de f
em um ponto aproxime a fungdo neste ponto.

Porém, o mesmo exemplo (1) mostra que sem assumir nada mais, ndo se pode esperar nada: a
funcdo estudada no referido exemplo admite o plano z = 0 como plano tangente em (0,0,0), mas
sequer é continua na origem, entdo, ndo podemos esperar uma boa aproximacao de f através de seu
plano tangente.

Analisemos o que ocorre em uma varidvel: se ¢ = ¢(t) é uma funcdo diferenciavel em ¢ = 1y, entao
lim (1) — p(tp)

= (p'(to), ou, equivalentemente,
=10y -1

i PO ) + ')~ 0)} _
=1 t—1y

1)

A expressao que aparece entre chaves acima é exatamente a fun¢do afim ¢, () cujo grafico € a reta
tangente em (%, (%)) e pode ser pensada como a aproximacdo linear de ¢ em t = ty. O modulo do
numerador da expressdo (1), representa o erro cometido ao aproximarmos ¢(t) por ¢, (¢). Assim, (1)
nos diz que ¢ é diferencidvel em = £, se e s6 se 0 erro cometido ao aproximarmos @(t) por ¢, () tende
a zero mais rdpido que t — ty. Esta idéia pode ser generalizada para uma funcao de duas varidveis.

Sejam, como antes, D c R? aberto, f: D — Rumafuncao e (xo, yp) € D. Vamos admitir que existam
as derivadas parciais fy(xo, yo) € f(xo, o), € portanto, fica bem definido o plano tangente ao gréfico
de f em (xo, yo, f (%0, ¥0)). A funcao cujo gréfico é o plano tangente em (xy, yo, f (X0, ¥o)) €

fi(x, ) = f(xo, yo) + frx(xo, yo) (x — xo) + fy (X0, Yo) (¥ — o)

e f1 também serd pensada como aproximacao linear de f em (xp, o). A préxima definicdao segue a
mesma idéia daquela dada para uma funcdo de uma variavel.

Definicao 2 f é dita diferencidvel em (xy, yo) se

£, 1) ={f(x0, y0) + fr(x0, ¥0) (x — x0) + fy (X0, ¥0) (¥ — yo)} B
(x, )= (x0,0) |(x — X0,y — yoll

0.

Escrevendo (x — xo, y — yo) = (h, k), a igualdade acima é equivalente a

lim F(xo+h, yo+ k) —{f (x0, ¥0) + fx(x0, yo) h + fy (x0, o) k} o
(h,k)—(0,0) N

2




A funcdo f é dita simplesmente diferencidvel se o for em todos os pontos de seu dominio. Dizer que
f é diferenciavel em (x, yo) € o mesmo que dizer que

lim LACL 0
-0 VIiZ 1+ 12
onde r(h, k) = f(xo+ h, yo + k) — {f (x0, ¥0) + fx(x0, o) h + f; (x0, o) k}.

A primeira consequéncia do fato que uma funcao é diferencidvel no ponto (xy, yo) € sua continui-
dade no ponto (xo, yo). De fato, se basta observar que,

r(h, k)
r(h k)= ———=V h®+k?—0,
Vh? + k?

quando (h, k) — (0,0). Em particular, lim, x)—(0,0) f (X0 + h, Yo + k) = f (X0, yo).

Embora a definicao acima tenha uma bela interpretacao e um forte apelo geométrico, seria ab-
solutamente desastroso termos que verificar que determinada func¢ao é diferencidvel em um ponto
usando somente a definicao. Para ter idéia disso, o leitor é convidado a provar que a funcao do exem-
plo (1) é diferencidvel em qualquer ponto (xo, o) # (0,0) usando a definic¢ao.

Nosso préximo passo é encontrar uma condicao simples envolvendo as derivadas parciais de uma
funcdo que nos permita concluir sobre a diferenciabilidade da fun¢do. Conforme observamos, no
referido exemplo as derivadas parciais ndao sao continuas em (0,0).

Teorema 3 Se as derivadas parciais de f sdo continuas em (xy, yp) entdo f é diferencidvel em (xo, yo).

Prova. Pelo teorema do valor médio para funcoes de uma variavel, existem h,, k; entre h e k,
respectivamente, tais que

r(h, k) fxo+h,yo+ k)= f(x0,y0) — fx(x0, Yo) h — f (x0, Yo) k
{fxo+ h, yo+ k) — f(x0, yo+ K} +{f (x0, Yo+ k) — f (x50, ¥0) } — fx (X0, Yo) b — £y (x0, Yo) k
fx(xo+ hy, Yo+ k) + fy(xo, Yo+ ki) k — fix(xo0, yo) h = fy(x0, yo) k

{fe(xo+ h1,y0 + k) — fr(x0, yo)} B+ {fy (X0, yo + k1) — [y (x0, yo) } k.

Dividindo ambos os membros da igualdade acima por v h? + k? e usando o fato que f, f, sdo conti-
nuas, temos

r(hk) h k
Nl {fx(xo+ h1, yo + k) = fx(x0, yo)} N {fy(x0, yo + K1) = £y (x0, yo)} Ny 0
—— ———

limitada limitada

O leitor poderia a esta altura estar intrigado em relacao a escolha especial que fizemos das dire¢coes
coordenadas nas definicoes de derivadas parciais. Dito de outra forma, podemos nos perguntar se
existe algo de especial na escolha das dire¢Ges coordenadas para tomarmos as derivadas parciais.
Poderiamos definir diretamente a derivada de [ na dire¢do de um vetor ndo-nulo v = (a,b) como a
derivada da funcao

[— f(JC() +at,yo+ bt)

0
em ¢ = 0. Esta derivada é denotada por a—f(xo, ¥o). Tomando v = (1,0) e v = (0, 1), obtemos as deriva-
v

das parciais fy(xo, yo) € fy(xo, yo), respectivamente.
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Para a funcdo do exemplo (1), vemos que a—f(O, 0) existe e € nula se v tem uma das coordenadas
v

0 .
nula. Se ambas as coordenadas de v sdao nao-nulas, entao a—f(O, 0) nao existe. Isso sugere que uma
v

funcdo com derivadas direcionais em todas as direcoes tenha um comportamento melhor do que
uma funcao que simplesmente possui derivadas parciais.

Exemplo 4 Seja g : R?> — R dada por

2

X7y
g,y =4 2+y2 (x,) # 0,0)

0, se (x,y) =(0,0)

2

0
Vemos que g é continua em R? e se v = (a, b) # (0,0) entdo a—ﬁ 0,0) = PR Mas g ndo é diferencia-

vel na origem, pois
r(h,h)  h

VIZ+ 12 2V20h

e a ultima expressao nao tem limite quando h — 0.

J& que o exemplo anterior nos mostra que simplesmente possuir derivadas direcionais ndo é muita
coisa, vamos agora verificar o que ocorrem com as derivadas direcionais no caso de uma fungao di-
ferencidvel no ponto (xy, o). Mantendo a mesma notacao, dado v = (a, b) ndo-nulo e usando (h, k) =
(ta, th), com |t| pequeno, na definicao (2), temos que

fxo+at,yo+bt) = f(xo0, y0)

of L
a—v(xo,J/o) = lrliré -
_ lim fx(x0, yo)(at) + fy(xo, yo)(b1) + r(at, br)
t—0 t

t,bt

= fx(xo, yo)a+ fy(xo, yo)b
= (Vf(xo,J/O), U), (2)

onde Vf(x,y) = (fx(x,¥), fy(x,y)) € o chamado gradientede f em (x, y) e {-,-) denota o produto interno
usual em R?. Est4 provado o préximo resultado.

Proposicao 5 Se f é diferencidvel em (xy, yo), entdo as derivadas direcionais de f existem em qual-
quer direcio v #0 e

0
a—f(xo,yo) =(Vf(x0,¥0), V).
v
Decorre da proposicao acima que a aplicacdo d f (xo, yo) : R> — R dada por
.0
af(xo,y0)-v= —f(xo,yo)
ov

é linear. Esta aplicacdo é chamada de derivada de f em (xy, y9). A demonstracdo da proposicao (5) e
a definicao de diferenciabilidade provam o corolério a seguir.



Corolario 6 Se f é diferencidvel em (xp, yp) entao

fxo+ h,yo+ k)= f(x0,y0) +df(x0,y0) - (h,k)+r(hk),

onde M — 0 quando (h, k) — (0,0).

Vh? + k?
Exemplo 7 J4 sabemos que a funcdo g do exemplo (4) ndo é diferencidvel em (0,0). Outra maneira de
0g

3 (0,0) exista para todo v € R? ndo-nulo, esta quantidade

comprovar este fato é observar que, embora

nao depende linearmente de v.

Quando f é diferencidvel em (xy, yp), a férmula (2) contém uma informacao importante a respeito
da fungdo f. Suponha que estejamos sobre o ponto (xy, yp), que V f(xo, yo) # (0,0) e desejemos saber
em qual das direcdes v a derivada direcional é maxima (i.e., em que direcdo f cresce mais). E claro
que, se trocarmos v por Av, a derivada direcional serd multiplicada pela mesma constante A, entao,

of
para que o problema tenha sentido, vamos nos restringir a vetores v unitdrios. Como ——(xy, yp) =

ov
0
(Vf(x0,¥0),v), observamos que o maior valor para %(xo, Yo) serd atingido quando v for um vetor
Vv , .
unitdrio paralelo e com o mesmo sentido que V f(x, yo), i.e., v = M. Para este ultimo v,
IV f (x0, yo)|
temos of of Y (o, 0)
= (x0, o) = <—(x : ),¢> =V f (x0, yo)I..
au 00 = Gy L0 IO 1g p yt ) TV B e

Proposicao 8 Se f é diferenciavel em (xy, yy) € D e Vf(xo,y0) # (0,0), entdo a derivada direcional
maxima de f em (xy, yp) ocorre na direcao do vetor gradiente em (xo, yo) e vale |V f(xo, yo)|. Em outras
palavras, o vetor gradiente aponta sempre na dire¢do de maior crescimento de f.

2 Regrada cadeia

Considere uma curva y : (—¢,€) — D, y(t) = (x(1), y(1)), de classe C! tal que y(0) = (xp,y0) e f:D - R
uma funcio de classe C!. Vamos provar que a composicdo f(x(t),y(t)) é diferencidvel em t =0 e
calcular o valor da derivada. Pelo teorema do valor médio para fun¢des de uma varidvel, obtemos
1, 1> entre 0 e 1 tais que

f(x(@), y(1)) - f(x(0), y(0)) fx(@), y() - f(x(0), y(1)) N f(x(0), y(1) — f(x(0), y(0))
r r r
Jax(2), y(0)x' (11) + f(x(0), y(£2)) ¥ (1) .

Fazendo t — 0 na expressdo acima e usando o fato que as funcées envolvidas sdo de classe C,
concluimos que

d
T Fx(0), y(0) = fr(x0, y0)x'(0) + fy (x0, ¥0)y' (0). 3)
t=0
Para facilitar a lembranca, abolimos as varidveis na expressao acima e obtemos

of dx 9f dy

D p e,y = 2L X9
dt V=5 dr Taydr



Outra situacdo de interesse é quando compomos uma funcio f : D — R de classe C! com uma
aplicagao @ : E — D, ®(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), onde E,D c R? sdo abertos, X,y sdo de classe Cl,e

og ~
D (uy, vo) = (xo, yo). Para obter a(uo, Vo), g = [ o®, usamos a relagdo (3):

O_g(u V) = — f(x(ug+ t,vo), y(uo + t, vp))
ou 0, Y0 - dt -0 0 » Vo), YU » V0
0 0x 0 0

= é(xo,yo)a(uo, Vo) + %(xo,yo)é(uo, Vo).

0
Algo anélogo vale para a—g; abolindo as varidveis para facilitar a lembranca, temos
v

0g _0f0x 0f0y 0g_0fO0x 0f0y

- - R . 4
ou O0x0u O0ydu Ov 0dxoOv 0yov @

As férmulas (3) e (4) sdo chamadas de regra da cadeia.

Admita que f seja diferencidvel em todos os pontos de D e considere a curva de nivel C, de f no
nivel a € R. Se (xo, yo) € Cqa, Vf (X0, ¥0) #(0,0) e y: (—¢,€) — Cq, y(£) = (x(), y(#)), € uma parametriza-
cao diferenciavel de C, tal que y(0) = (xp, yo), entdo, derivando a igualdade f(x(¢),y(f)) =cem t =0,
obtemos, pela regra da cadeia,

(V£ (x0, 70,7 (0)) = 0.

Geometricamente, isto significa que V f(xy, yo) é ortogonal a C, no ponto (xo, o). Veremos mais adi-
ante, com o auxilio do teorema da funcao implicita, que sempre existe uma parametrizacao local para
Cq em torno de (xp, yp), desde que V f(xg, yo) # (0,0).

3 Exercicios

Exercicio 1 Suponha que o plano 7:2x + 3y + 5z = 3 seja tangente ao grafico de uma funcao diferen-
cidvel f:R> — R, f = f(x,y), no ponto (1,2, f(1,2)). Determine os valores abaixo:

1. f(1,2);

2. fx(1,2) e f,(1,2);
of

3. —(1,2)comv=(2,3);
ov

d
4, —|  f@sint+4t*+1,e7%" -3t +cost);
dat|,—o

5. %(\/5, arctan2), onde h(r,0) = f(rcos@,rsin0);
0g 0g Fle -1 2
6. g(1,2), a(1,2) e 5(1,2), onde g(x,y) =&/ """ —4In(1+ f(x, 7).

Exercicio 2 Sejam D c R? um aberto, f : D — R uma funcéo e (xo, o) € D. Suponha que existam
a, B € R tais que
im f(xo+h, yo+ k) —{f(x0,y0) + ah + Bk} o

(h,k)—(0,0) v/ h2 + k2
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Mostre que f admite derivadas parciais em (xo, yo) € @ = fx(xo, yo), B = fy (X0, yo). Em particular, f €
diferenciavel em (xo, yo)-

Exercicio 3 Prove a reciproca do coroldrio (6), i.e., prove que se f: D — R éuma funcaoe y : R >R é
um funcional linear tal que

fxo+h,y0+k) = f(x0,y0) + x(h, k) +r(hk),

r(h, k)
com —— — 0 quando (&, k) — (0,0) entao f é diferenciavel em (xy, yo) e d f (xo, yo) = X-
Vh? + k?
Exercicio 4 Determine (com justificativa) o conjunto dos pontos nos quais as fun¢oes abaixo sao di-
ferenciaveis:

(a) f é um polindmio em x,y (b) f é uma funcéo racional (c) f(x,y) = J/5x* +9x2y° +3y2
) f(x,y) = /xy (e) f(x,y) =In(x*+y%) ) fx,p) =1x+yl

Exercicio 5 Mostre que um funcional linear ¢ é diferencidvel em todos os pontos de R2 e dg(xo, yo) =
Q.

Exercicio 6 Mostre que f(a) = |al® é diferenciavel fora da origem e d f(a) - v = 5|al*(a, v), para todos
a #0 e veR?. Generalize para f(a) = |al”, para qualquer r € R.

y
Exercicio 7 Seja ¢ : R — R uma funcao continua e considere f : R? — R dada por f(x,y) = f p(ndt,
X

(x,y) € R?. Mostre que f é de classe C' em R? e calcule a derivada de f em um ponto (xg, yo) € R%.

Exercicio 8 Se f é diferenciavel em (xo, o), entdo existe pelo menos um vetor ndo-nulo v € R? tal que

0
a—f(xo, ¥o0) = 0. Interprete este resultado geometricamente.
v

Exercicio 9 Admitindo que f seja uma func¢do diferencidvel, encontre uma férmula para a derivada
de g(x,y) = f(x,y)* em (x, y) em termos da derivada de f em (x, y).

Exercicio 10 Seja f : R? — R diferenciavel tal que f(tx,ty) = tf(x,y) para todos t > 0 e (x,y) € R?.

Mostre que f é uma funcao linear.
3

O que se pode dizer sobre a diferenciabilidade da funcao f(x,y) = xszyZ’ f(0,0) =0, no ponto
(0,0)?

Exercicio 11 Se f : R?> — R é diferenciavel e f(x/2,y/2) = f(x,y)/2 para todo (x,y) € R? entdo f é
linear.

Exercicio 12 Seja f : D — R diferenciavel em (xo, yp) € D e v : (—¢,€) — D uma curva diferencidvel tal

0
que y(0) = (xo, yo) € ¥'(0) = v. Prove que a—];(xo,yo) = fly().

dtio

Exercicio 13 (Desigualdade do valor médio) Seja f : D — R de classe C! em D tal que |Vf(u)| < C
paratodo u € D. Prove que | f(p) — f(q)| < C|p — q| para todos p, q € D.



Exercicio 14 Seja A : R> — R? uma transformacao linear e considere a funcdo f : R> — R dada por
fu) = (Au,uy, u € R2. Prove que f € de classe C! em R? e calcule a derivada de f em um ponto
(X0, yo) € R?.

Exercicio 15 Seja f : R? — R de classe C!. Prove que f(xo, o) = 0 e df(xo, yo) = 0 se e s6 se existem
funcoes continuas a, b : R? — R tais que f(x,y) =a(x,y)x+ b(x,y)y, paratodo (x,y) € R2.

Exercicio 16 Define o laplaciano de uma funcdo f : D — R uma funcéo de classe C? por

Af = fax+ fyy-

Uma funcao é dita harménica quando A f = 0.
1
1. Prove que a funcao f(x,y) = > In(x? + %), (x, y) # (0,0), é harménica.

2. Uma funcio f : R?\ {0} — R é dita radial se existe ¢ : (0,00) — R tal que f(x,y) = (/X% + y?2),
(x,y) € R%. Mostre que uma fun¢do harménica radial deve ser da forma f (x, y) = 4 In(x?+y?)+B,

onde A, B sdo constantes reais.
3. Seja T : R? — R? uma transformacao linear e (4 Z) sua matriz em relacao a base canonica. De-

termine A(f o T) e mostre que A(fo T) = (Af) o T quando T é ortogonal.!
Exercicio 17 Seja f :R? — R de classe C2.

1. Prove que fyy, =0 se e s se existem ¢,y : R — R de classe C? tais que f(x,y) = @(x)+y(y), para
todos (x, y) € R%.

. cs . u+v u—-v . =
2. Considere a mudanca de varidveis x = > ey= > Determine fyx e fy, em funcdo de
fuu,fuv efvv-
3. Usando a mudanca de varidveis do item anterior, mostre que f satisfaz a equacdo da onda
fxx=fyy

se e s6 se f,, = 0. Conclua, usando o item (a), que existem ¢,y : R — R de classe C? tais que
f(x, ) =@(x+y)+y(x—y) para todo (x, y) € R?. Esta tltima igualdade é chamada de Férmula
de d’Alembert.

u+v u—v
ey=
itens anteriores para mostrar que se f), = a fyx entdo existem ¢, : R — R de classe C? tais que
f(x,7) = @(x+ay)+w(x—ay) paratodo (x, y) € R?.

4. Dado a € R ndo-nulo, use a mudanca de varidveis x = e argumente como nos

Exercicio 18 Neste exercicio, vamos encontrar uma forma candénica para um tipo especial de funcao.

1. Mostre que uma funcio ¢ : R — R de classe C! se anula na origem se e s6 se existe uma funcéo
continua ¥ : R — R tal que ¢(f) = ty(t). (Dica: use o teorema fundamental do cdlculo)

2. Seja g : R?> — R uma funcdo de classe C! tal que g(x,0) = 0 para todo x € R. Mostre que existe
h:R? — R continua tal que g(x, y) = xh(x, y), para todo (x, y) € R?.

!1sto significa que o laplaciano é invariante por transformacées ortogonais.



. Seja f :R? — R uma funcdo de classe C! tal que f(x,0) = f(0,y) = 0 para todos x, y € R. Mostre
que existe F: R? — R continua tal que g(x,y) = xyF(x,y), paratodo (x,y) € R2.

. Aluz dos itens anteriores, discuta a diferenciabilidade em (0,0) das funcoes
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0, se (x,y) =(0,0)

para a, > 0.



