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v¢ Limites de sequéncias

1. Calcule lim,_, x, para cada sequéncia {x,} a seguir, justificando suas respostas:
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v¢ Limite superior e inferior de sequéncias

2. Seja {x,} uma sequéncia limitada de ntimeros reais. Mostre que {x,} é convergente se e s0 se
liminf, .. x, =limsup,,_, ., x,. Neste caso, este valor comum € o limite de {x}.

3. Suponha que |x,| < cos n, para todo n € N. Prove que —1 < liminf,_.o x, < 1.
4. Calcule os valores de aderéncia da sequéncia x,, = sinn, n € N.

5. Mostre que toda sequéncia possui uma subsequéncia monétona. Obtenha a partir dai uma
prova do teorema de Bolzano-Weierstrass.

6. Seja {x,} uma sequéncia de nameros reais.

. |xn+1| ~ .
@ Selimsup < 1entdo lim;_o x; = 0.
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@ Selimsup —— > 1 entéo lim,,_.o, | x| = +00.
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@ Selimsup =1 entdo nada se pode afirmar, em geral.
n—oo xn

7. Dada uma sequéncia {x,}, um termo x; chama-se termo destacado de {x,} se x; = x, para todo
n = k e consideremos o conjunto K = {k € N : x3 €é um termo destacado} = {k; < k» <...}.

@ Se K é infinito, mostre que a subequéncia {xkj} jeN €é nao-crescente.
@ Se K é finito, mostre que {x,} possui uma subsequéncia crescente.

@ Conclua que qualquer sequéncia limitada possui uma subsequéncia monétona.
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@ Prove, a partir das afirmacdes acima, que toda sequéncia limitada de ntimeros reais possui
uma subsequéncia convergente.

Neste problema vamos dar outra prova do fato que toda sequéncia limitada de nimeros reais
tem subsequéncia convergente. Para isso, seja {x,} uma sequéncia limitada de nimeros reais.

@ Seja M > 0 tal que —M < x,, < M, para todo n € N e considere o conjunto X = {x e R :
X < x;, para uma infinidade de n € N}. Mostre que « = sup X existe e a < M.

@ Mostre que para qualquer € > 0 existe uma infinidade de n e Ntaisque a —e < x, < a + €.

@ Conclua que «a é valor de aderéncia de {x,}; em particular, existe uma subsequéncia {xn]. }jeN
tal que lim; ., Xp; = a.

v¢ Limite superior e inferior de funcoes

. Se f :[a, b] — R é monotona, mostre que f € continua, exceto em um conjunto enumerduvel.

Suponhamos que liminf,_., f(x) = Aelimsup,_,, f(x) = B. Mostre que se x,, — a entdao

A <liminf f(x,) <limsup f(x,) < B.
n—0co n—00

Seja f : [a, b] — R limitada.

(a) Mostre que as fungoes f(x) = liminf,_.. f(y) e flo) = limsup,_ . f(¥), x € [a, b] sdo semi-
continuas inferiormente e superiormente, respectivamente.

(b) Sejam ¢, v : [a, b] — R funcdes semi-continuas inferiormente e superiomente, respectiva-
mente, tais que @ (x) < f(x) <y(x), x € [a, b]. Mostre que

P < f(x) < f) sy(x), x€la,bl.

Por esta razdo, as funcdes f e f sdo chamadas de envelope inferior e envelope superior de
f, respectivamente.

Mostre que a funcao f : [0,00) — Rdada por f(0) =0, f(x) =0sex¢ Qe f(x) =gsex=p/qgcom
p, q € N primos entre si ndo € limitada superiormente em nenhum intervalo nao degenerado.

Mostre que o conjunto dos valores de aderénciade f:R — R, f(x) =sin(1/x), x #0, f(0) =0 em
x =0 ¢éointervalo [-1,1].

cos(1/x3-1)
Injx—1|+el/*-1’

Determine o conjunto dos valores de aderéncia de f(x) = x#1, f(1) =0, em

x=1.



