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Lista 1

1. Seja (-,-) um produto interno em R” e |- | a norma induzida por (-,-). Prove as identidades:

1
@ (xy)=3 (lx+ yI* = 1x = y?)

(b) |xI*+1yl* = = (Ix+ yI* + |x — y|*) (Identidade do Paralelogramo)

2. Prove que uma norma qualquer provém de um produto interno se e so se satisfaz a identidade
do paralelogramo.

3. Considere em R” e R” a norma e o produto interno euclidianos. Prove que as afirmagdes abaixo
arespeito de uma transformacao linear T : R” — R sdo equivalentes:

(@ [Txl=lx], xeR"

(b) ITx—Tyl=|x-yl, x,yeR";

(© (Tx,Tyy={(x,y), x,yeR";

(d) T leva conjuntos ortonormais em conjuntos ortonormais;
(e) T"T=1

(f) As colunas da matriz de T em relacdo a base canonica formam um conjunto ortonormal.

Uma transformacao linear satisfazendo as condi¢oes acima é dita ortogonal. Mostre que se T é
ortogonal entdo det T = +1.

4. Considere os seguintes subconjuntos de £ (R"):

e GL(n) ={T € LR" : T éinversivel};

e GL.(n) ={T e LR : T éinversivel edet T > 0};
e GL_(n) ={T € ZR") : T éinversivel edet T < 0};
e O(n) ={T € LR") : T é ortogonal};

* SO(n)={Te £LR") : T éortogonaledetT =1};
e P(n) ={T € Z([R") : T é auto-adjunto positivo};

e SLIM)={Te LR :detT =1};

Prove as seguintes afirmagoes:



(@) Prove que GL(n) e GL.(n) sao abertos e GL(n) = GL;(n) UGL_(n). Conclua que GL(n) é
desconexo.

(b) Prove que O(n), SL(n) e SO(n) sao fechados e O(n),SL(n) também sao desconexos.

(c) Prove que GL;(n), GL_(n) e SO(n) sao conexos. Em particular, GL; (n) e GL_(n) sdo as
componentes conexas de GL(n). (Este item requer mais algebra linear do que os outros.
Enjoy it!)

(d) (Decomposicao polar) Mostre que a aplicacao
P(n) xO(n) > (BU)— PU eGL(n)

é continua e sobrejetora.
(e) Mostre que GL(n),GL,(n),0(n),SO(n),SL(n) sdo subgrupos multiplicativos de matrizes.

(f) Mostre que P(n) é convexo. Além disso, P(n) é um cone, i.e, se t >0 e T € P(n) entdo
tT € P(n).

5. Considere em Z(R") as seguintes normas:

e |T||=sup|Txl|; (|-] é anorma euclidiana em R");
[x|=1
n
e |T|;= Z la;;|, onde (a;;) é amatriz de T em relagao a base canonica;
ij=1

* ITlleo = mlalx la;;l, onde (a;;) é amatriz de T em relac¢do a base canonica;
i,j=1,..,n

Determine as melhores constantes Cy, ..., Cg > 0 que satisfazem as desigualdades a seguir:

@ GlTI=ITl =ClTI;
(b) GlITI = Tlloo = Call T1I;
© GlTlh =ITloo = Cell Tl

Tente o mesmo com a norma || - [[ .

6. Prove que as aplicacOes abaixo sdao continuas:

(a) R"x LR",R™) > (x,T)— TxeR™
(b) L(R" ,R™)>T— T*e L(R™ R"
(©) L[R™M>T— TFKe LR, para qualquer ke N

7. Prove as afirmacoes abaixo:

(@) O conjunto das transformagoes lineares injetoras é aberto e denso em £ (R",R"™) se n < m.

(b) O conjunto das transformacdes lineares sobrejetoras € aberto e denso em Z(R",R™) se
n<sm.

(c) GL(n) é aberto e denso em Z(R").

(d) O conjunto dos operadores lineares T € Z(R") que possuem n autovalores distintos é
aberto e denso em £ (R").
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. Seja X < R" um subconjunto fechado e convexo. Mostre que para qualquer p ¢ X existe um

Unico ponto g € X tal que
|p—ql|=inf|p-x].
xeX

Certifique-se de que as hip6teses sobre X sdo essenciais, i.e., o resultado é valido em geral so-
mente sob estas hipdteses.

. Prove que (S, T) = tr(S* T) define um produto interno em £ (R"). Identifique a norma proveni-

ente deste produto interno.

Prove que T € Z(R") é inversivel se e s0 se existe ¢ > 0 tal que | Tx| = c|x|, x € R”. Em particular,
IT Y <1/c.

Prove que GL(n) 3 T — T~! € GL(n) é continua.
Sejam X c R e Y cR". Prove que X x Y é aberto (fechado) se X, Y forem abertos (fechados).

Sejam K c R” compacto, U c R™ aberto e f: K x U — R* continua. Prove que dados y € U e
€ >0 existe § >0 tal que |f(x,y)— f(x,y)|<ese|ly—y'| <8, paratodo x € K.

Sejam K < R” compacto, U c R™ aberto e f : K x U — R¥ continua. Prove que dados L c U
compacto e € > 0 existe § > 0 tal que |f(x,y) — f(x',y)| <ese |x—x'| +|y—y'| <8, para todos
xeKeyel.

Mostre que um aberto de R” é conexo se e s6 se é conexo por caminhos.



