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Lista 1
v« Ndmeros Naturais e o Principio de Inducao Finita

1. Mostre que n = 1 para todo n € N. Conclua que ndo existe nenhum meNtalquen<m<n+1.

2. Seja X <N um conjunto nao-vazio de nimeros naturais e admita que existe ae Ntalque n < a
para todo n € N. Mostre que X tem elemento méaximo, i.e., existe b € X tal que n < b para todo
neX.

3. Mostre que dados m, n € N vale o principio da tricotomia: ou m = n ou m < n ou n < m, exclu-
sivamente.

4. Seja X < N ndo-vazio com a seguinte propriedade: Se X contém todos os niimeros naturais me-
nores que um certo n € N entdo n € X. Mostre que X = N. Esta propriedade é chamada de
Principio da Inducgdo Forte.

5. Mostre que dados dois naturais m < n sempre existe b € N tal que n < bm. (Principio de Arqui-
medes)

6. Defina a subtracdao m — n de dois naturais m, n tais que m < n. Enuncie e prove as propriedades
pertinentes que puder.

7. Defina a potenciagao m" de dois naturais m, n quaisquer. Enuncie e prove as propriedades
pertinentes que puder.

8. Dados m, n € N, dizemos que m divide n se existe k € N tal que n = mk, sendo este fato denotado
por m|n. O numero k é também denotado por n/m.

(a) Prove que arelacao de divisibilidade € reflexiva e transitiva.

(b) Prove que se m|n e m|p entdo m|(n+ p).
9. Prove as seguintes desigualdades:

(@) n!=2"paratodo n=4;
(b) n!=3"paratodon=7;
(c) n!=4" paratodon=9;
(d) 2"2>2n-3paratodo n=5;

10. Mostre que o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é dado por d,, = n(n—
3)/2.



11. Uma vitéria régia encontra-se em um tanque de 4gua. Sabendo que ela dobra de 4rea a cada dia
e que, no final de 20 dias, ocupa toda a superficie do tanque, em qual dia ela ocupara a metade
da superficie do tanque?

12. Em uma cidade de 5 000 habitantes, alguém resolve espalhar um boato. Considerando que, a
cada 10 minutos, uma pessoa € capaz de contar o caso para 3 pessoas desinformadas, determine
em quanto tempo toda a cidade fica conhecendo o boato.

13. Prove que as identidades abaixo sdo verdadeiras para todo n € N:
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G) 3+11+...+(8n—5)=4n*-n.
14. Encontre uma férmula fechada para as seguintes somas:

(@ 2+4+6+...+2n

(b) 12+17+22+...+(12+5n)

(c) 197741988 +1999+...+ (1977 +11n)

(d) a+(a+r)+(a+2r)+...+(a+nr), para a,r € N quaisquer
e 1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+3+...+1n)

) 1-2-:3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2)

(g 1-:3+3-5+...+2n-1)(2n+1)

(h) n+(n-122+n-2)3%*+...+n?
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15. Dados m,n € N, dizemos que m divide n se existe k € N tal que n = km. Este fato é denotado
por m|n. Prove a veracidade das seguintes afirmacdes, para todo n € N:



(a)
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16. Sejam a, b € N tais que a > b. Prove as seguintes afirmacoes, para todo n € N:

(@)
(b)
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(d)
(e)
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(g
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(i)

a—bla"™ - b"
a+ b|a2n+1 + b2n+l

a+ b|a®" — p*"

2la®-a
3la®—a
5|a°—a
7la’ - a
11la' —a
6|77 -1

17. Mostre que 1977(931°%7 +1046°47,

18. Ache o erro na prova do seguinte Teorema : Todos os numeros naturais sao iguais.

Demonstracdo. Vamos provar o resultado mostrando que, para todo n € N, é verdadeira a sen-
tenca aberta P(n): Dado n € N, todos os niimeros naturais menores ou iguais do que n sdo iguais.

@
(i)

P(1) é claramente verdadeira.

Suponha que P(n) seja verdadeira, logo n—1 = n. Somando 1 a ambos os lados dessa
igualdade, obtemos n = n+ 1. Como n era igual a todos os naturais anteriores, segue que
P(n+1) é verdadeira. Portanto, P(n) é verdadeira para todo n € N.

v¢ Conjuntos finitos e infinitos

19. O conjunto #(X) das partes de um conjunto X dado é definido por

P(X)={A: Ac X}.

Se X é finito e tem n elementos, mostre que &2 (X) tem 2" elementos.
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Sejam X, Y conjuntos ndo-vazios finitos com m e n elementos, respectivamente. Mostre, por
inducao sobre n que o conjunto das funcées f: X — Y tem n" elementos. Obtenha o resultado
do exercicio anterior a partir deste.

Mostre que se X, Y sdo conjuntos finitos disjuntos com m e n elementos, respectivamente, en-
tao XU Y tem m+n elementos. Generalize para qualquer quantidade finita de conjuntos finitos.

Mostre que se X, Y sdo conjuntos infinitos enumeraveis entdo X{JY é enumeravel. (Dica: Use
os conjuntos de nimeros pares e impares)

Para cada k € N, considere A o conjunto dos naturais 7 que sio divisiveis por 2¥~! mas nao por
2k Mostre que:

@ AiNAj=9@sei#j;
(b) AiUAUAU...=N;
(c) Cada A; € infinito.

Mostre que se Xi, Xy, ... sd0 conjuntos enumerdveis entdo X; U X, U... é enumeravel.
Dados m < n naturais, determine quantas func¢des injetoras f : I,;, — I, existem.
Mostre que se existe f :N — X sobrejetora entdao X é enumerével.

Mostre que qualquer subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerével.

Mostre que um conjunto € infinito se e so se existe um subconjunto préprio Y < X e uma bijecao
f:X-Y.

Mostre que o conjunto das fungdes f : N — {0, 1} ndo é enumeréavel.
Mostre que o conjunto de todos os subconjuntos finitos de N é enumeravel.

Se X é finito mostre que uma func¢do f: X — X é injetora se e s6 se é sobrejetora.



