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Lista 6

1. Decida se cada uma das sequéncias abaixo é convergente ou divergente, calculando o limite no
caso convergente. Justifique suas respostas.
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2. Considere a sequéncia a; = V2, a =V 2V/2, az=\/2vV 2V2, ...

(a) Verifique que a sequéncia é crescente e limitada superiormente por 2.

(b) Calcule lim;,— ay.

3. Mostre que a sequéncia v'2, V2 +v2,1/2+ v/2+/2,... converge para 2.

4. Calcule \/5\/E

5. Calcule lim,_., x, para cada sequéncia {x,} a seguir, justificando suas respostas:

2 _ 1/n
1) 0= e ) xn:(1+;) (3) x, = Vnt+2011n3 -5
n! 5” n
(4)xn:m (5)xn:m 6) x, = vVa'+ b
@ 1 = o ® x, = n+v2n+3 © x _3n3—n2+11n
" " Yn+Y1Tn-8 " oni-2ns
10) (5n+7)2"—4 an (3n+5)”(5)” 12) n!
X, = X, = — X,y = —
" \3n+8 "“\sn+1) \3 " opn
n+1)"
(13) x,=na", aeRr (14) x, =n(Vn?>+1-n) (15) xn:( n+1)
n

6. Prove as afirmacoes abaixo a respeito de um par de sequéncias {x,},{y,} de nimeros reais:
@ limj—oo Xy = ase e so se limy_., X, = a para qualquer subsequéncia {x,, } .
@ Selimy_oox, =aelim, .. (x, + y,) =centdolim,_.. ¥, =c—a.

. . Xn ~ 1
® Selim; ..o X, =ae lim — =c¢#0entdo lim; ..o yn = %.
n—o0 yl’l

@ Selim;,_coxp,=a#0elim,_.o Xx,y, =centdolim, ., y, = %
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11.

12.

® Selim, .o X, = a>0e k €N é fixado, entdo lim,_.., {/X, = ¥/a. Se k é impar, mostre que
o resultado vale também para a > 0.

® Selim,_..,x,=a>0ereQ éfixado, entdolim, ... x," =a’.

@ lim;—oo X, =0seesoselimy,_.olx, =0.

Se lim,,_., X, > a entdo existe N € N tal que x,, > a para todo n = N.

@ Seexistemlim;, .o X, elim;,_.o ¥, € X, < yp paratodo n = N entdo lim,,_. X, <lim,_. Y.

® Se {x,} é limitada e lim,_., y, = 0 entdo lim,_.o, X, ¥, = 0.

. Mostre que se uma sequéncia de Cauchy tem uma subsequéncia que converge para a entao a

sequéncia converge para a.

. Mostre que se uma sequéncia mondétona tem uma subsequéncia que converge para a entao a

sequéncia converge para a.

. 1 1

Sejam x; =1e x,41 =1+ —, n = 1. Mostre que |X;4+2 — Xp+1| < E|xn+1 — Xpl|, para todo n € N.
Xn

Conclua que existe a = lim;,_., X, € calcule a.

Seja {x,} uma sequéncia limitada e considere os nimeros
a=sup{xeR: x éponto de aderéncia de {x,}},

b =lim;, ., by, onde b, =sup{x; : jznlec=infixeR: {neN: x, > x} é finito}.

Mostre que os numeros a, b, ¢ sdo bem definidos e a = b = ¢. Este valor comum é chamado de
limsup,,_.,, x,. Prove uma afirmac¢do analoga para liminf, . x,.

Seja {x,} uma sequéncia de nameros reais.

.| xXpal 1.
@® Se lim < 1entao lim;,_., x, =0.
n—oo |x,
.| xXn4l ~ s
@ Se lim > 1 entdo lim,,— | X,| = +o0.
n—oo | xp
. |xn+1| ~
@ Se lim =1 entdo nada se pode afirmar, em geral.
n—oo |xp,

n
.. . 1 1 1
Neste exercicio, vamos estudar as sequéncias x, = (1 + —) eyn=1+ ﬁ + 5 +...+ — neN.

@ Mostre por indu¢do que n! = 27! para todo n = 1 e conclua que existe b = lim, .o y,, €
2=<b=<3.

@ Use o binémio de Newton para provar que

nn-1) 1 nn-1)...2-11
—_— =t
2l n? n! nn

[ o [ A

Conclua que {x,} € uma sequéncia crescente e x,, < y, para cada n = 1. Em particular,
existe lim,_. x,, = a. Observe que a < b.

1
Xp, = l1l+n—+
n
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14.

15.

16.

17.

18.

) 1 1 1
@ Dadoe>0,sejaNeNtalqueb—e< yy = 1+F+§+...+W.Logo, para qualquer n = N,

1 1 1 1 2 1 1 2 p—1
X, > 1+1+—(1-—=|+—=|1-—=||l-—=|+...+—=|1——=||1——=]...|]——]|.
2! NJ 3! N N N! N N N
Fazendo n — oo na desigualdade acima, mostre que a = b, portanto, a = b. Este namero é
denotado por e.

Uma argumentacao semelhante aquela feita no exercicio anterior pode ser feita com as sequén-
2 n

. x\n x x ) .
cias x,, = (1 + —) eyn=1+ m + o +...+—, ne N, onde x > 0 é um numero real fixado. Mostre
que lim;_. x, e lim,_., y, existem e sdo iguais.

n 1 n+1 1
Sejam x,, = (1 — —) eyn= (1 + —) , n € N. Mostre que x,y, — 1 e conclua que x, — —.
n n+1 e
ry\n
Mostre que lim (1 + —) = e’ paratodo r € Q.
n—oo n
Seja {x,} uma sequéncia para a qual existe um nimero A € (0, 1) tal que

[Xn42 — Xn41l < AlXps1 — Xnl,

para todo n € N. Mostre que {x,} é uma sequéncia de Cauchy.

. . A s . a
Seja a > 0 e considere a sequéncia {x,} definida por x; = ¢ >0, x,4+1 = (xn + —), neN. A

n

N | —

constante c é escolhida arbitrariamente.

1 a a
@ Mostre que para todo x > 0, > (x + —) > >
X

. . a a
@ Pelo item anterior, x, > \/j, portanto, ——— < 1, paratodo n € N.
2 XnXn+1

1
@ Mostre que |X,+2 — Xp41] < Elxn+1 — Xpl, para todo n € N.

@ Use o exercicio anterior para mostrar que existe lim,,_.o, x,. Calcule este valor.
Neste exercicio, vamos definir a fun¢do exponencial e o logaritmo natural.

® Dado x € R, definimos
e* =supfe’ : reQ, r<xj.

Mostre que esta definicao faz sentido e que se x < y entdo e* < e, para todos x,y € R. A
funcao R > x — e* € (0,00) é chamada de funcdo exponencial (de base e).

@ Mostre que se {r,} é uma sequéncia crescente de racionais tal que lim,_, r, = x entdo
lim,_, e = e*, para todo x € R. Use este fato para mostrar que e**V = e*e¥ e " = (e¥)"
paratodos x,yeRer Q.

@ Mostre que lim;,_.o,e" = +ooelim;,_,e " =0.

@ Usando o teorema do valor intermedidrio (que serd visto em breve), concluimos que a
funcdo exponencial é sobrejetora, logo, admite uma inversa, a qual é denotada por log :
(0,00) — R. A funcao log é chamada de logaritmo natural e também denotada, as vezes,
por In.



x
Mostre que log1 =0, log(xy) =logx +logy e log (;) =logx —logy para todos x, y > 0.

Mostre que log(x") = rlogx, paratodos x >0er € Q.

Mostre que x < y implica logx < logy.

® Q@ e @

1
Mostre que lim,,_.,logn = +coe lim log(—) = —00.
n—oo n

©)

Use o bindmio de Newton para mostrar que dados quaisquer a € R, e k € N, temos
an

lim —- = +oo.
n—oo pk

Em particular, dado k € N existe A > 0 tal que An* < e®”, para todo n € N.

Mostre que dado qualquer r € @, r > 0, existe C > 0 tal que logn < Cn’. Em particular,

. logn
lim —— =0 paraqualquerre@, r >0.
n—oo p’

19. Vamos usar o exercicio anterior para definir poténcias com expoentes reais quaisquer.

Para passarmos a uma base qualquer a > 0, observamos que a = €'°6%, o que nos incentiva a
definir a fungdo exponencial na base a por

a* = exloga ’

para qualquer x € R. A funcdo exponencial na base a tem propriedades bastante semelhantes
as da funcdo exponencial natural. Mostre que:

® a’=1,a"" =a*-a’ e (a*)? = a*¥ para x,yeR;
@ A aplicacao x — a* é uma bijecao crescente entre R e (0,00) se a > 1 e decrescente se
O<ax<l;

@ A inversa da funcdo exponencial na base a é chamada de logaritmo na base a, denotada
por log,. Assim, a* = y se e s6 se log, y = x, para quaisquer y > 0 e x € R. Mostre que
log,1=0,log,(xy) =log,x+log,yelog,(x") =r-log,x paratodos x,y >0erecQ.

@ Mostre que log,(x?) = ylog, x paratodos x>0e y € R.

logx

® Most 1 = .
ostre que log,, x loga



