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1 Introducao

Este texto propoe-se introduzir de maneira informal os conjuntos numéricos e estudar diversas pro-
priedades dos mesmos. Para isso, falaremos um pouco sobre o conceito de nimero.
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Sistema de numeracao egipcio

Os nameros estao por todo lugar. Nao se sabe ao certo
exatamente quando o homem comecou a conceber o con-
ceito de nimero. De qualquer forma, registros arqueologi-
C0s muito antigos comprovam que a numeragao escrita é
tdo antiga quanto a prépria escrita. Os sistemas de nume-
racao mais antigos que temos noticia sdo os sistemas egip-
cio e sumério, ambos datando aproximadamente de 3500
a.C.

Embora seja muito interessante investigar os nimeros
do ponto de vista histérico e arqueolégico, neste curso va-
mos estuda-los do ponto de vista matematico. A primeira
vista, pode parecer ao estudante que, por serem conheci-
dos ha tanto tempo por tantas pessoas de tantas racas, na-

cionalidades e épocas distintas, tudo o que se podia saber sobre os nimeros ja estd contido em livros
e artigos cientificos, e ao aluno resta apenas o trabalho de aprender o que estd nos textos.

Porém, acontece justamente o contrério:
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nos codigos utilizados pelo imperador romano

Julio Cesar para enviar mensagens secretas aos

Sistema de numeracdo sumério

generais de seus exércitos. Durante as duas gran-

des guerras do século XXI, por interesses militares, houve grande interessante na geracdo de codigos
secretos para envio de mensagens codificadas. Vocé ja deve estar se perguntando o que isto tem a ver
com numeros... Pois bem, em 1976, trés pesquisadores do MIT (Massachussets Institut of Technology)
chamados Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman desenvolveram uma forma de criptografar
mensagens de maneira relativamente simples utilizando para isso conceitos elementares de aritmé-
tica. Este método passou a ser chamado de criptografia RSA, em homenagem aos seus criadores. Para



se ter uma idéia da seguranca do processo, para um interceptador decifrar uma mensagem criptogra-
fada utilizando criptografia RSA, dependendo dos parametros utilizados, seriam necessarios mais de
40 milhoes de anos!

Existem alguns conjuntos de nimeros que desempe—
nham um papel fundamental ndo s6 na Matemaética, como
na vida cotidiana. O mais elementar deles é o chamado 8
conjunto dos nimeros naturais, denotado pelo simbolo N. ”lﬂ

E compreendido pelos numeros % Qﬁ%‘ggmﬁ ‘%
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1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...

A importancia deste conjunto € justificada pelo fato de que S’

é nele que somos inseridos pela primeira vez que falamos 6‘1.‘ fe %N %
de nimero. O conceito de ntimero foi desenvolvido pela 3 3@
necessidade de contagem e o conjunto dos niimeros natu- ?8 a

rais é o ambiente natural para isto. Durante a maior parte E

deste curso, estaremos trabalhando neste conjunto. #’

2 Sistemas de numeracao

e : O primeiro problema encontrado pelo homem ao traba-
g P e, = ) «. . ++  lhar com nimeros é o problema de representagdo. Nas ta-
3= -~ % belas anteriores, vemos as solucdes encontradas pelos su-
ﬁ@ mérios e egipcios para denotar os numeros. O sistema de
"“{,:3 £ numeracao romano utilizado até hoje tem suas bases nos
C}) sistemas grego e hebraico, os quais atribuiam valores nu-
JQY méricos as letras.

Evidentemente, ao utilizarmos determinado sistema de
numeracio, estamos ndo somente interessados em regis-
, trar quantias, mas também em operar com estas. Neste
'L segundo quesito, todos os sistemas apresentados anterior-
mente deixam a desejar. O leitor pode comprovar rapida-

mente a veracidade desta afirmacao fazendo os célculos abaixo:
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lugar, cada um vale dez vezes o seu precedente, dando a en-
tender o uso do principio da posicao. Com bastante cer-
teza, a escolha da base 10 estd ligada ao fato de termos dez
dedos nas maos para utilizarmos nos calculos...
Ao escrever um nimero no sistema decimal, por exemplo, 1977,
estamos pensando no ntimero obtido como resultado da expressao

1.103+9.10% +7.10' + 7.10°.

Genericamente, se xo, X1,...,X;; sdo algarismos pertencentes ao
conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entdo o nimero

X 10™ + Xpy—1.10™ 1+ L+ x.10" + x0.10°
pode ser representado simplesmente como
XmXm—-1..-X1X0.

N3ao é muito dificil verificar que qualquer nliimero natural pode ser
representado de uma unica maneira através de uma soma do tipo
acima. O leitor pode deduzir facilmente as conhecidas regras para
soma e produto ja conhecidas.
Aryabhata A popularidade deste sistema de numeracdo deve-se muito ao
fato que as operacdes cotidianas podem ser facilmente sistematiza-
das de forma que até mesmo as criancas podem realizé-las!
Convencido de que a escolha da base 10 é uma simples convencao que auxilia muito nos cdlculos,
voceé pode estar se perguntando se poderiamos considerar uma base qualquer. A resposta é sim!
Dados um nuimero natural b > 1 (chamado base) e xy, x1, ..., X, algarismos pertencentes ao con-
junto {0,1,2,...,b -1} o nimero

XD+ X1 D+ 4 XD+ x. DO

serd denotado por (X, Xm,-1-..X1X0)p OU XX ;-1 ... X1 X9, quando ndo houver perigo de confusdo. De
maneira inteiramente andloga ao que ja fizemos para a base 10, podemos mostrar que qualquer nu-
mero natural pode ser escrito de maneira tinica como uma soma do tipo anterior.

Uma base de particular interesse na computacao € a base 2. Neste caso, todo nimero natural cor-
responde a uma tinica sequéncia de digitos 0 ou 1. Por exemplo, como entdo o ntimero 19 escrito na
base 2 € 10011. Observamos que um numero relativamente pequeno pode necessitar de muitos alga-
rismos para ser representado na base 2. As regras de soma e multiplicacdo na base 2 sdo muito simples
e baseadas na igualdade (1), + (1)2 = (10)2, que pode assumir um aspecto pitoresco se eliminarmos a
referéncia a base 2 e escrevermos simplesmente 1+ 1 = 10...

Outras bases importantes para a computacao sao as base 8 e 16, as quais sao bases para os siste-
mas de numeracao octal e hexadecimal, respectivamente. Veja mais informacoes em Sistema Octal e
Sistema Hexadecimal.

3 Axiomatizacao dos naturais

Na secdo anterior, aprendemos sobre a representacao dos niimeros naturais. Nesta se¢do, iremos
estudar um pouco mais a fundo as propriedades intrinsecas do conjunto dos nameros naturais.
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Embora questodes tedricas envolvendo os niimeros naturais tenham surgido no comeco do século
XIX, o primeiro matemaético a formular de maneira consistente a construcdao dos nimeros naturais
foi o italiano Giuseppe Peano (1858-1932) por volta de 1880. Falando de maneira bastante genérica,
Peano encontrou uma maneira de descrever os nimeros naturais sem falar exatamente o que eles sao,
mas dizendo exatamente como se comportam. Esta filosofia de trabalho foi profundamente influen-
cial em todos os ramos da matematica que estavam se desenvolvendo na mesma época e foi utilizada
também para descrever o conjunto dos ntimeros reais.

Os chamados axiomas de Peano sao os seguintes:

1. Existe um conjunto (chamado N) e uma fun¢do S: N — N cha-
mada de funcao sucessor,

2. Afuncao S é injetora, isto é, se S(m) = S(n) entdo m = n;

3. Existe um elemento em N chamado 1 tal que S(n) # 1 para todo
nenN;

Além destes axiomas, temos também o Axioma da Indugdo:
% Se uma propriedade P(n) é verificada para n = 1 e sempre que

P(n) é verdadeira entao P(S(n)) também é verdadeira, entdo
P(n) é verdadeira para todo n € N.

As 4 propriedades acima caracterizam completamente o con-
junto dos nimeros naturais e todas as opera¢cdes podem ser descritas
em termos da funcao sucessor. Vocé poderd encontrar mais detalhes
em

A axiomdtica de Peano nos fornece uma maneira matematica-
mente rigorosa de provar afirmacdes a respeito de nimeros naturais. Vamos mostrar um exemplo
simples de como isso é feito. Considere, para cada nimero natural n, a soma

Giuseppe Peano

2(n)=1+2+3+...+n.

e e . n(n+1) , iy
Nao é muito dificil de verificar que X(n) = ———. Esta férmula, alids, tem uma histéria interes-

sante que pode ser consultada em (ver historinha de Gauss).
Vamos agora partir de outro ponto. Suponha agora que alguém que nao conheca a discussao

nn+1)

do parégrafo anterior apresente a questdo seguinte: E verdade que X (n) = — para todo n € N?
Podemos testar alguns valores e verificar que a férmula é verdadeira, mas por mais tempo e disposicao
que tenhamos, nunca conseguiremos testar a veracidade da férmula para fodos os niimeros naturais!

Nesta situacao, para provar a que a afirmacao é verdadeira, devemos utilizar o Axioma (ou Prin-
cipio) da Inducdo. Evidentemente, a férmula é verdadeira para n = 1. Além disso, se a formula é
verificada para um certo nimero natural n, entdo

nn+1) n+)((n+1)+1)
Z(n+1):1+2+3+...+n+(n+1):Z(n)+n+1:T+n+1: 2

)

0 que comprova que a férmula também é verificada para n + 1. Portanto, pelo Principio da Inducao,
segue que a féormula é verificada para todo n natural.



4 Divisibilidade, Divisao Euclidiana e Congruéncias

Dados a, b € N, dizemos que a divide b se existe ¢ € N tal que b = ac. Este fato é denotado por alb.
Por exemplo, 2|2014, 4|32, 10/1000, mas nao é verdade que 8|18 e 11|20; neste caso, escrevemos 81 18
e 11120. Quando a divide b, dizemos que b é um mdiltiplo de a.

Vamos enunciar algumas propriedades elementares da relacao de divisibilidade, cuja prova é muito
simples e serd deixada como exercicio.

Proposicao 1 Sejam a, b, c € N. As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

1. 1|q;
2. ala;
3. Se alb e b|c entdo alc;

4. Se albe alce b>centao al(b+xc).

Existem relacoes de divisibilidade para certas expressoes especiais que sdo muito Uteis e serao
descritas no teorema a seguir.

Teorema 2 Sejam a, b, n € N. As afirmacdes abaixo sao verdadeiras:

1. a+ b|a®"! + p2n+l,

2. Se a>bentio a— bla" - b" e a+ b|a*" — b*".

Dados a < b naturais, mesmo quando a nao divide b, é possivel escrever b como soma de um
multiplo de a mais um resto r que nao excede a. Este é o contetiddo do préximo teorema, chamado de
algoritmo da divisdo.

Teorema 3 Dados a < b naturais, existem Unicos ¢, r naturais tais que
b=aq+r
eld=sr<a.

Este resultado aparece implicitamente nos Elementos de Euclides,
obra datada do século III a.C.

Uma consequéncia importante do algoritmo da divisdo é que, da-
dos j,n € N tais que 0 < j € N, podemos considerar o conjunto for-
mado pelos naturais cujo resto na divisdo por n é j. Este conjunto é
chamado de classe residual modulo n. Evidentemente, um nimero
nao pode pertencer simultaneamente a dois desses conjuntos e a
reunido de todos eles é o conjunto de todos os naturais. A familia das
classes residuais modulo n forma o que se chama particio do con-
junto N. Quando a,b € N tém o mesmo resto na divisdo por n (ou
seja, quando a e b pertencem a mesma classe residual médulo n),
escrevemos

a=b modn.

Euclides



A expressao acima é lida como a é congruente (ou congruo) a b médulo n. Se b = a, vemos que a = b
mod 7 se e sO se n|b— a. A relagdo de congruéncia e notacao acima foi introduzida e estudada pelo
famoso matematico alemao Karl Friedrich Gauss em seu trabalho Disquitiones Aritmeticae.

Grande parte do interesse na relacao de congruéncia provém do fato que esta é uma relagdo muito
bem comportada em relacdo as operacdes usuais, como veremos no proximo teorema.

Teorema 4 Sejam a,a’,b,b’' e Ntaisque a=a’ modne b=Db" mod n. Entdo:

® a+b=d+b modn;
@ aa' =bb' mod n;

® a*=a’* mod nparatodo keN

5 s numeros inteiros

A diferenca b — a entre a, b € N somente é definida quando b = a. Para podermos definir a diferenca
entre dois naturais quaisquer, é preciso aumentar o conjunto dos nimeros naturais de forma a incluir
os numeros da forma b—a, com b < a.

A maneira rigorosa de fazer isto é observar que duas diferencas b — a e d — ¢ definem o mesmo
inteiro se e somente se b+ ¢ = a+ d. Sendo assim, dizemos que dois pares de naturais (a, b) e (c,d)
sdo equivalentes se b+ ¢ = a+ d. Esta é uma relacdo de equivaléncia e o conjunto das classes de
equivaléncia é, por definicdo, o conjunto Z dos numeros inteiros. Assim, por definicdo, —1 = [(1,2)] =
[(12,13)] =1[(1977,1978)], —6 = [(4,10)] = [(43,49)], e assim por diante.

As operagoes sobre Z sdo definidas em termos de classes de equivaléncia. Por exemplo, defini-
mos a soma e o produto de dois inteiros como [(a, b)] + [(c,d)] = [(a+ c,b+ d)] e [(a,b)].[(c,d)] =
[(ac+ bd,ad + bc)]. Nao é dificil verificar que estas operacoes sao bem-definidas (independem dos
representantes utilizados) e sdao associativas e comutativas. Vemos que 0 = [(1,1)] é o elemento neutro
da adicao e 1 =[(2,1)] é o elemento neutro da multiplicacao.

Fica associado a cada natural n, o inteiro [(n + 1,1)], sendo assim, podemos pensar que todo na-
tural é também um inteiro. Definimos —n = [(1,n + 1)]; ndo é dificil verificar que n+ (-n) =0 e
—n = (—1).n. Além disso, cada inteiro ou é da forma n ou é da forma —n, para n natural. Vemos
também que (m + n).p = mp+ np, para todos m, n, p inteiros (Propriedade distributiva).

Os resultados validos para os naturais valem com as devidas adaptagdes para os inteiros. As no-
coes de divisibilidade também sdo naturalmente traduzidas para o ambiente dos inteiros.

6 MDCeMMC

Dados a,b € Z o MDC (mdximo divisor comum) entre a e b é o maior divisor comum entre a e b.
Este inteiro é denotado por (a, b). O MMMC (minimo miiltiplo comum) entre a e b é menor multiplo
comum positivo entre a e b e é denotado por [a, b].

O método pedestre para calcular o mdc entre dois inteiros positivos, digamos 24 e 18, é escrever os
divisores positivos de ambos (1,2,3,4,6,8,12,24 e 1,2,3,6,12,18) e tomar o maior deles (12). Isso funci-
ona bem para nimeros pequenos, pois neste caso, os divisores sdao facilmente calculados. Seria bem
mais trabalhoso utilizar este método para calcular o mdc entre 12794 e 798, por exemplo. Felizmente,
para resolver esta situacdo, temos a disposicao um lema muito simples devido a Euclides.



Lema 5 (Euclides) Para quaisquer a, b,n € Z, os divisores comuns de a e b sdo 0s mesmos que 0s
divisores comuns de a e b — na. Em particular, (a, b) = (a,b—na).

A justificativa para a afirmacdo acima decorre do fato que c divide simultaneamente a e b se e
somente se ¢ divide simultaneamente a e b — na.

Isso nos permite reduzir o tamanho de nosso problema! De fato, como 12794 = 16.798 + 26 entao
(12794,798) = (12794 — 16.798,798) = (26,798). Como 798 = 30.26 + 18, aplicamos novamente o lema
de Euclides, obtendo (26,798) = (26,798 — 30.26) = (26,18) = 2. Logo,

(12794,798) = 2.

O mmc entre dois inteiros possui uma propriedade importante: se ¢ € um multiplo comum de a e
b, entdo, ndo so [a, b] é menor que c como também [a, b] divide c. De fato, pondo m = [a, b], podemos
escrever, pelo algoritmo de Euclides, c = mg+r,com 0 < r < m. Como a, b dividem c e m, entao, pela
ultima igualdade, a e b dividem r. Portanto, r também é um mdultiplo comum de a e b. Como r < m,
isso nos obriga a termos r = 0, e portanto, m divide c. Esta argumentacdo prova o resultado abaixo.

Proposicao 6 O mmc entre dois inteiros a e b divide todos os multiplos comuns de a e b.

A proposicao a seguir fornece uma interessante relagdo entre o mdc e o mmc de dois inteiros.

Proposicao 7 Se a,b € N entdo (a, b)|a, b] = ab.

7 Numeros primos

Nesta sec¢do, falaremos um pouco sobre os niimeros primos. Estes nimeros sdo extremamente im-
portantes e estdo associados a um grande nimero de problemas famosos e de grande relevancia para
a matematica.

Definicdo 8 Um ntumero natural maior que 1 é dito primo se for divisivel somente por 1 e por si pro-
prio.

Um niimero natural n > 1 que ndo é primo pode ser escrito como n =n;-nycom 1< nj,ny <n
e por isso é chamado de composto. Assim, exemplos de nameros primos sdo 2,3,5,7,11,13,17,... e
4,6,8,9,10,12,14,... sao compostos.

Na proposicao abaixo sao enunciadas propriedades importantes dos ntimeros primos.

Proposicao 9 Sejam a, b € N quaisquer e p, g € N primos. Sdo verdadeiras as afirmacdes abaixo:
1. Se plg entdo p = q.
2. Se plaentao (p,a) =1.
3. Se plab entdo pla ou p|b.
4. Se p divide um produto de ntimeros primos entdo p deve ser igual a um deles.

Observamos que quando um niimero é composto, pode ser reduzido sucessivamente até ser es-
crito como produto de primos. Veja isto nos exemplos abaixo:

D 24=2-12=2-2-6=2-2-2-3=23.3



@ 784=2-392=2.2-196=...=2-2-2-2-3-3.7=2%.32.7
® 13981323125=...=5%.7°.113

A pergunta é: Isso pode ser feito para qualquer niimero natural? E claro que para responder esta
pergunta, ndo podemos testar os nimeros naturais um por um; € preciso utilizar o Principio de Indu-
¢do finita. Vejamos como isto pode ser feito.

Evidentemente, como 2 é primo, se escreve como produto de primos. Além disso, se todos os
ndmeros menores que um certo inteiro n > 2 sdo primos entao, ou n é primo (e a afirmagdo esta
provada) ou n é composto, digamos n = n; - ny, com 1 < nj,np < n. Como, por hipétese indutiva,
ny, ny se escrevem como produto de primos, segue que n € um produto de primos. Um instante de
reflexdo utilizando o item (4) da proposicao (9) mostra que esta fatoracao é essencialmente tinica a
menos da ordem dos fatores. Sendo assim, estd provado o Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 10 Todo ntmero natural maior que 1 se escreve de forma tnica (a menos da ordem dos
fatores) como produto de nimeros primos.

Assim, os nimeros primos podem ser vistos como 0s pequenos tijolos a partir dos quais todos
os outros inteiros sdo construidos. Uma questdo que surge naturalmente é saber quantos destes nu-
meros existem. A resposta é dada na proposicao abaixo, devida a Euclides. A demonstrac¢do utiliza o
método chamado de redugdo ao absurdo e é a primeira situacdo em que se tem noticia do uso deste
método.

Proposicdo 11 Existem infinitos nimeros primos.

Prova. Se fato, caso os primos fossem em quantidade finita, poderiamos enumerd-los como
p1, P2,-.-, Pn. Sendo assim, consideremos o nimero

N=pi-...-pp+1.

Se p é um divisor primo de N, entdo p deve ser um dos p;. s, e portanto, p|1, o que é um absurdo. 1

Como consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética acima, podemos escrever cada nu-
mero inteiro 7 > 1 de forma tinica como

— 2% 493
n=p; ...op

onde pj,..., px sdo primos distintos e a;, ..., @, sdo unicamente determinados. Esta decomposicao é
bastante 1til para fazermos contas, como veremos abaixo.

Proposicao 12 Sejam m = pi” -...-p,‘f’“ en= plﬁ1 -...-pgk naturais. Entao
(m,n)=pi*-...-p* e [m,n] :pfl-...-pz",

onde a; = min{a;,;} e bj = max{aj, B}, para j =1,..., k. Além disso, os divisores de m sdo todos da
forma

d=pi'-...-p,

onde0<cj<ajparaj=1,...,k.



Este é o método utilizado usualmente em sala de aula para cdlculo de MDC e MMC. A grande
fragilidade deste método é que nem sempre € facil escrever a decomposi¢do em fatores primos de
numeros maiores. A segunda afirmacao da proposicao acima mostra que a quantidade de divisores
de um inteiro m = pj*-...- pzk é dada por

dn)=(a;+1)-...-(arp+1).

Uma questdo que surge naturalmente é saber quantos primos existem. A resposta é dada na pro-
posicdo abaixo, devida a Euclides. A demonstracao utiliza o método chamado de reducéo ao absurdo
e é a primeira situacdao em que se tem noticia do uso deste método.

Proposicao 13 Existem infinitos nimeros primos.

Prova. Se fato, caso os primos fossem em quantidade finita, poderiamos enumerd-los como
p1, P2,-.., Pn. Sendo assim, consideremos o nimero

N=pi-...-pp+1.

Se p é um divisor primo de N, entdo p deve ser um dos p;. s, e portanto, p|1, o que é um absurdo.

Uma maneira simples de determinar se nimeros relati-
vamente pequenos sao primos € o chamado Crivo de Eras-
tostenes. Este foi um matemaético grego que viveu entre 276
a.C. e 194 a.C. responséavel por facanhas impressionantes
para sua época. Por exemplo, ele foi o primeiro a calcu-
lar com precisdo a circunferéncia da Terra, utilizando para
isto uma idéia geométrica bem simples e obtendo um valor
muito préximo do real. Veja mais informacgdes sobre Eras-
tostenes aqui.

Para ilustrar a construgdo, vamos escrever todos os nu-
meros inteiros de 2 a 180 em uma tabela e determinar quais
Erastostenes de Cirene sdo primos. Vamos riscar todos os que ndo sao primos, co-
mecando pelos multiplos de 2.

| 7| % 190 | 11 | 12 | 13 | 1¢ | 15
21 | 2 | 23 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 3§
36 | 37 | 3¢ 40 | 41 | 4 | 43 | 4¢ | 45
59 | 53 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 66 | 67 | 68 N7 RT3 M5
%77 M| 79 81 | 82 | 83 85 | 86 | 87 | 88 | 89 | 9§
91 | 9 | 93 | N | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104 | 105
106 | 107 | 108 | 109 | 119 | 111 | 119 | 113 | 11¢ | 115 | 116 | 117 | 119 | 119 | 120
121 | 122 [ 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 139 | 131 | 13R | 133 | 13¢ | 135
136 | 137 | 138 | 139 | 140 | 141 | 149 | 143 | 14¢ | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150
151 | 159 | 153 | 154 | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160 | 161 | 16 | 163 | 164 | 165

166 | 167 | 168 | 169 | 170 [ 171 | 17 | 173 | 1M | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180
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Agora, eliminamos os multiplosde 3,5 e 7:

AR IR R IR AR AR ER AR IRERAREER IR
M [ 17 | 16| 19 | % [ 2 | e |23 | 24| % | % | 2y | % | 29 | 3
31 | 32 | 33| 3¢ | 36| 36|37 | 3¢ |39 40| 41 | 4| 43 | 40 | 45

53 59 | 69

46 | 47 | 4 | 49 | 50 | 5L | R B¢ | 55 | 5 | 57 | 5§
61 | 6 | 63 | 64 | 66 | 66| 67 | 68 | 69 | Q| 71 | R |73 | N | 7%
7| N | 7|79 | 8) | 8| 8 | 83 | 8¢ | 8 | 8 | 87 | 88 | 89 | 9
N | R | 9| 9| 9% | 9| 97 | 98| 99 | 100|101 | 102 | 103 | 10¢ | 105
106 | 107 | 108 | 109 | 119 | 11y | 11 | 113 | 11¢ | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 129
121 | 122 | 128 | 12¢ | 126 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130 | 131 | 13| 138 | 13¢ | 13
136 | 137 | 13¢| 139 | 140 | 14 | 149 | 143 | 14¢ | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150
151 | 152 | 158 | 15¢ | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160 | 16{ | 162 | 163 | 164 | 165
166 | 167 | 168| 169 | 170 | 1AL | 172 | 173 | 14| 176 | 176 | 177 | 178 | 179 | 189

Se continuarmos eliminando os multiplos dos primos 11, 13, etc, evidentemente sobrarao so-
mente os primos na tabela. A pergunta é: Serd que precisamos fazer isso com todos os primos até 160?
A resposta ¢ NAO! Observe que se n € N é um nimero composto e p é o menor primo que divide n,
entdo n = pm para algum m > 1. Como m é um produto de primos = p, temos que m = p e portanto,
p? = p-p < p-m= n. Isto significa que o menor primo que divide n é sempre < /7. Em particular, se
n € N ndo é divisivel por nenhum primo < y/n, entdo n é primo. Isto significa que basta eliminarmos
na tabela acima apenas os multiplos de 2,3,5,7 e 11 (pois 12 < V160 < 13). A tabela fica assim:

R R [ Y[RV [ 6 [9 Mo N[l[13B] N[
6 | 17 | 18| 19 | 20 | 20 | 22 | 23 | 24 | 26 | 26 | 27 | 28 | 29
31 | 32 | 38| 3¢ | 35| 36|37 | 38| 39| 40| 41 | 4@ | 43 | 4 | 4%
4 | a7 | 4¢ | 49 | 50 | 51 | 5¢ | 53 | 5¢ | 55 | 56 | 5y | 56 | 59

61 | 6 | O3 | 64 | 65| 66 | 67 | 6p | 69 | A | 71 | 7o | 73 | M| 7
% | 7 | 7| 79 | 80 | & | 8 [ 83 | & | d5 | dp | 8¢ | 8¢ | 89 | 9
N | 9% [ 98| M| 9% | 9% | 97| 98 | 99100 101 | 102| 103 | 10¢ | 106
106 | 107 | 10| 109 | 119 | 11y | 11R | 113 | 11¢ | 11% | 116 | 11y | 119 | 119 | 129
127 | 129 | 128 ] 124 | 126 | 126 | 127 | 128 | 129| 130 | 131 | 13Q| 138 | 13¢ | 136
136 | 137 | 138 | 139 | 140 | 14\ | 149 | 149 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 159
151 | 159 | 158 | 15¢ | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160 | 16 | 162 | 163 | 164 | 165
166 | 167 | 168 | 169 | 170 | 1AL | 172 | 173 | 14| 176 | 176 | 177 | 178 | 179 | 189

A argumentacdo anterior prova o resultado abaixo.

Proposicao 14 (Crivo de Erast6stenes) Um niimero n € N € primo se e s6 se ndo € divisivel por ne-
nhum primo p < v/n.

A palavra crivo é utilizada acima como sindnimo da palavra teste, dando a idéia de que se um nu-
mero n € N passar pelo teste (i.e., se ele nao for divisivel por nenhum primo < y/n) entao n é primo.
Este método funciona bem para determinar primos relativamente pequenos, pois parte do pressu-
posto que ja conhecemos todos os primos menores que /n. Para determinar primos grandes, ele
é definitivamente invidvel, dada a assombrosa quantidade de cédlculos necessarios. Existem varios
outros critérios para determinar se um ndmero é primo, veja, por exemplo, o Critério de Lucas e o
Critério de Lucas-Lehmer.
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Uma propriedade especial dos nimeros primos € o fato que, se p € primo e a € N entdo
a’=a modp.

Como corolério, observamos que se p € primo e ndo divide a en-
tdo a’~! =1 mod p. Este resultado é chamado de Pequeno Teorema
de Fermat em homenagem ao matematico francés Pierre de Fermat
(1601-1665), a quem é devida a sua descoberta. Vamos ilustrar com
um exemplo o uso do Teorema de Fermat.

Exemplo 15 Vamos mostrar que
a'=a mod66

para todo a € N. De fato, pelo Pequeno Teorema de Fermat, 11]|a'! —
a para todo a € N. Evidentemente, a'! — a é sempre par, portanto,
2la'l - a. Agora, observemos a tabela abaixo de restos médulo 3:

a mod3 | a''-a | a''-a mod3
0 0 0
1 0 0
2 2046 0

Pierre de Fermat

Assim, em qualquer circunstancia, 3|a'l — a. Portanto, como 2,3 e 11
sdo primos entre si, segue que 66 =2-3-11 divide a'! — a.

8 Poténcias, Raizes e Numeros Reais

Do ponto de vista prético, podemos pensar na multiplicagdo como uma adicado generalizada, obser-
vando que dados m,neN,
mn=m+m+..+m.
—_—

nvezes

Desta forma, ndo s6 a notacdo é mais compacta, mas os calculos tornam-se mais simples. A potenci-
acdo pode ser tratada de maneira andloga, basta observar que

mt=m.m....m.
————

nvezes

Por exemplo, 27 =128, 33 =27, 52 = 25, 9* = 6561. Do ponto de vista pratico, é razoavel pensar se é
possivel desfazer a operacao de potenciacdo. A resposta € sim para alguns casos: o inico numero cuja
sétima poténcia é 128 é 2; o iinico nimero cujo cubo € 27 é 3. Por outro lado, tanto 5 quanto -5 tém
quadrado igual a 25 e 9 e -9 tém quarta poténcia igual a 6561. Vamos estudar um pouco a operagao
inversa da poténciacao de expoente n.

Definicdo 16 Dado n > 1 natural, um nimero x é dito raiz n-ésima de a se x" = a. Escrevemos x = {/a
quando nao houver perigo de ambiguidade. Quando n = 2, escrevemos somente y/a ao invés de ¢/a.
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Vemos que v/128 = 2 e v/27 = 3. Uma pergunta surge de forma natural: Que tipo de niimero po-
demos colocar dentro da raiz e que tipo de niimero obtemos como resultado? Por exemplo, podemos
colocar qualquer natural dentro da raiz? A resposta é: depende. Se quisermos obter como resposta
um nimero natural b, podemos somente nimeros naturais da forma b". Mas isso ja é pedir demais...
Na prética, raizes quadradas, ctbicas e outras aparecem com muita frequéncia na resolucao de pro-
blemas variados e ndo podemos nos dar ao luxo de trabalhar somente com raizes inteiras.

Um conjunto muito importante de ntimeros ja conhecido desde a Antiguidade pelos gregos e egip-
cios é o conjunto dos nuimeros racionais. Estes sao as razoes (quocientes) entre inteiros e surgem de
maneira muito natural na resolucdo de qualquer problema simples envolvendo multiplicagcdo de in-

teiros. De forma mais precisa, o conjunto dos nimeros racionais, denotado pela letra @, é formado

5 m . 19 1977
por todas as razdes da forma —, onde m,n € Z e n # 0. Assim, > €Q, = €Q, 2014 € Q, etc. As

operacoes de soma e divisdo dennlimeros racionais sao definidas da maneira habitual.

Os fil6sofos da Escola Pitagorica (Século V a.C.) criam que os nu-
meros naturais e suas razoes (quocientes) descreviam o Universo.
Esta idéia foi profundamente influencial sobre o pensamento filos6-
fico da época. Para os pitagoricos, era totalmente inconcebivel que
algum fenomeno natural produzisse uma quantidade que nao pu-
desse ser expressa por meio de uma razdo entre nimeros naturais.
Este raciocinio provém, em parte, da idéia que o todo é constituido
por uma quantidade finita de partes indivisiveis. Um partiddrio desta
idéia foi o fil6sofo pré-socratico Zeno de Eleia (490-430 a.C.). Vocé
pode encontrar mais informacdes sobre Zeno aqui.

Vamos agora discutir alguns problemas historicamente impor-
tantes cujas tentativas de solucdes influenciaram profundamente o
pensamento matematico e o conceito de nimero.

Zeno de Eleia

% A Constante Pitagérica

Hippasus de Metapontum, membro da Escola Pitagoérica, nasceu em
torno do ano 500 a.C. em Metapontum, cidade grega da Magna Gré-
cia situada no Golfo de Tarento, ao sul da atual Italia. Embora as evi-
déncias sejam obscuras, Hippasus é tido como o primeiro a provar
a existéncia de ntimeros irracionais. Ele observou que a diagonal de
um quadrado de lado 1 deveria ser um niimero d tal que d* = 2 (ou
seja, d = v/2) e este niimero ndo pode ser expresso como quociente
de dois inteiros. Este nimero d é chamado de constante pitagérica.
A descoberta e a divulgacdo de uma quantidade que ndo podia ser
expressa como quociente de dois inteiros chocou os membros da Es-

cola Pitagérica, que teriam afogado Hippasus no mar por ter divul-
Hippasus de Metapontum gado o fato.

Muito antes disto, os babilonios utilizavam a aproximacao

24 51 10 30547 —
60 602 603 21600

12



para v'2, a qual foi encontrada em um fragmento de argila de 1600 a.C.! Outra aproximagcao inte-
ressante é dada no texto indiano Sulbasutras (800 a.C.) da seguinte forma: aumente o lado pela sua
terca parte e esta terca parte pela sua quarta parte menos a trigésima quarta parte deste quarto. Em
linguagem moderna, isto quer dizer

1 1 1 577
1+ -+——-——=—-=1.4142156862745098039.
3 3-4 3-4-34 408

% O problema da duplicacao do cubo

Os pitagoricos ja sabiam como, dado um quadrado, construir outro quadrado cuja drea é o dobro
da drea do quadrado dado. Basta construir o novo quadrado tendo como lado a diagonal do quadrado
dado. Provavelmente, os gregos tenham entao transposto tal problema para as sélidos:

Dado um cubo, construir um novo cubo cujo volume seja o dobro do volume do cubo dado.

Este problema, que possui uma histéria muito interessante, é chamado de Problema da Duplicagdo
do Cubo ou Problema Deliano, em referéncia a cidade grega de Delos (Atenas). Diz a lenda que os
cidadaos de Delos consultaram o oraculo de Delfos, a fim de saber como derrotar uma praga enviada
pelo deus Apolo. O ordculo respondeu que se devia dobrar o tamanho do altar a Apolo, que era um
cubo regular. Os delianos estranharam a resposta e consultaram Platao, que foi capaz de interpretar
o ordculo como o problema matematico de dobrar o volume de um cubo dado. A explica¢do de Pla-
tdo para o conselho de Apolo era que os cidadaos de Delos deviam para estudar geometria a fim de
acalmar suas paixdes...

De acordo com Plutarco, Platao passou o problema para Eudoxus,
Archytas e Menaechmus, que o resolveram utilizando meios mecéani-
cos. Estes, receberam uma repreensao de Platdo por ndo terem re-
solvido o problema usando somente geometria pura. Tanto é que o
problema € referido nos Didlogos de Platdo em 350 a.C. como ainda
nao resolvido. Outra versao da historia é que os trés encontraram so-
lucdes, mas estas eram muito abstratas para serem de valor pratico.

Um desenvolvimento significativo na busca de uma solucao para
o problema foi feito por Hipdcrates de Chios, que mostrou ser o pro-
blema equivalente a encontrar duas médias proporcionais entre dois
segmentos, tendo um deles o dobro do comprimento do outro. Em
linguagem um pouco mais contemporanea, isto significa que dados
segmentos de comprimentos a e 2a, a duplicacado do cubo € equiva-
lente a encontrar segmentos de comprimentos r € s tais que Platao

a r s
ros 2a
Em particular, r = a- V2, como desejado. Somente muito tempo depois, em 1837, o matemadtico fran-
cés Pierre Laurent Wantzel mostrou que o ntimero v/2 ndo pode ser construido utilizando somente
régua (sem marcas) e compasso.

Neste ponto, podemos fazer um questionamento razodvel: Jd que raizes podem ndo ser ntimeros
racionais, serd mesmo que elas existem? Serd razodvel admiti-las? A resposta é sim! Os antigos babil6-
nios utilizavam hd muito tempo um método empirico para extracao de raizes quadradas, que pode
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ser descrito como segue. Dado um nimero a > 1, para encontrar um namero b tal que b? = a, consi-
dere a sequéncia de nimeros xi, X2, X3,... definida da seguinte forma: x; = a e, admitindo x,, definido,

definimos
1 a
Xpel = 3 Xn+—|.

Xn
Pois bem, pode-se mostrar que a sequéncia acima se aproxima, com o grau de precisdao que desejar-
mos, do numero b procurado.

Sendo assim, percebemos que um ambiente numérico adequado para trabalharmos com liber-
dade deve, de alguma maneira, incluir as nuances e sutilezas tratadas acima. Este ambiente existe e
é o conjunto dos niimeros reais denotado usualmente pela letra R. As questdes teoricas envolvendo
a existéncia e a constru¢ao dos niimeros reais sempre permearam a matematica através dos séculos,
mas ficaram mais evidentes a partir da segunda metade do século XIX quando matematicos brilhan-
tes como Karl Weierstrass, Augustin Cauchy, Richard Dedekind, Georg Cantor, entre outros, percebe-
ram a necessidade de estabelecer bases matematicas s6lidas para o desenvolvimento do Calculo e da
Anadlise Matematica.
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