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Sobre o Teorema de Green
Seja D c R? um aberto e F = F(x, y) = (P(x,y),Q(x, y)) um campo de vetores de classe Clem D. Se
Y : la, b] — D é uma curva fechada orientada positivamente (i.e., no sentido anti-horéario), definimos
a circulagdo de F ao longo de y como a integral f F-dy.
Vamos analisar o que ocorre com a circulacao de um campo por unidade de drea. Para isso, fixado
um ponto em D (que pode ser a origem, sem perda de generalidade) e dado um numero real a > 0,

considere y, a curva formada pela fronteira do quadrado [—a, a] x [-a, a] orientada no sentido anti-
horério. Vamos analisar a circulacdo de F ao longo de y,:

[

(Qa, 1) - Q(-a, t))dt—f (P(t,a)— P(t,-a)dt

2a)(Qx(ay, t) — Py(t, az))dt,

pelo teorema do valor médio, onde —a < ay, a; < a. Portanto, dividindo pela drea do quadrado, temos

que
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P YGF% =54 ) (Qcla, 0= Pyt a2)dt — Qx(0,0) = Py(0,0),

pela continuidade de Qy e Py. Isso significa que a quantidade
Qx(x,y) = Py(x,y)

representa a circulacdo instantdnea de F no ponto (x,y).

Uma forma natural de interpretarmos o teorema de Green € a seguinte: se y € uma curva fechada
qualquer em D orientada no sentido positivo e R é a regido limitada por y, entéo a circulacdo de F ao
longo de y é a soma das circulagoes nos pontos de R, i.e.,

f)/ﬁ-dy:ff}?(Qx—Py)dxdy.

De forma semelhante, podemos tratar o fluxo de um campo através da fronteira de uma regiao.
Seja y : [a, bl — D uma curva regular fechada positivamente orientada cujo trago delimita uma re-
gido aberta R. O campo normal exterior unitdrio a y € um campo ao longo de y definido como
N=('(1),-x'(£))/1yY'(2)]. O fluxo do campo F através de y é definido como f F-Nds. Portanto,
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§p-Nas= [ (P,Q)-(yl’y—,f)w’ldr:f—de+de=fL(Px+Qy)dxdy,
Y a Y

pelo Teorema de Green. A igualdade acima é chamada de Teorema da Divergéncia ou Teorema de
Gauss. A expressao Py + Q) € chamada de divergéncia do campo F e, com calculos analogos aqueles
apresentados anteriormente, podemos interpretar a divergéncia de um campo como o fluxo instan-
tdneo em um ponto. O teorema da divergéncia pode ser naturalmente interpretado da mesma forma
que o Teorema de Green.



