UFPR - Universidade Federal do Parana
Setor de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

CM111 - Analise II

Prof. Zeca Eidam

Lista 3 - Treino de sequéncias e séries

v¢ Sequéncias e séries de nimeros reais

1. Decida se cada uma das sequéncias abaixo é convergente ou divergente, calculando o limite no
caso convergente.
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. Considere a sequéncia a; = v2, a» = V2v2, a3 =\/2V2V2,...

(a) Verifique que a sequéncia é crescente e limitada superiormente por 2.

(b) Calcule lim;,—. o a;,.

. Mostre que a sequéncia \/i, V2+ \/E, V2+vV2+ \/Z ... converge para 2.

. Calcule \/E\/z

Decida se cada uma das séries abaixo é convergente e calcule sua soma quando possivel:

(1)2(_n+2) (2)2( Dk 12,0<t<1 (S)Zu(1+u”) lul <1
10 k=0 n=0
- n nn - 2n T . 1
4) n;)x cos (7), x| <1 (5) n;osen x, x| <3 (6) ng,l o2
& nn
@ ), cos() © Z \/nT+\/_ ® nzl sen7n

n+2 X 2+cosn S 1
10 11 12 tg | —
( )Z\/n+201 ( )Z ( )ng'lg(n)

6. Verifique se cada uma das séries abaixo é convergente ou divergente, justificando sua resposta
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7. Classifique as séries abaixo absolutamente convergentes, condicionalmente convergentes ou
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Calcule lim,_., x, para cada sequéncia {x,} a seguir, justificando suas respostas:
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Prove as afirmacdes abaixo a respeito de um par de sequéncias {x,},{y,} de nimeros reais:

®

lim, .. X, = ase e s6 se limy_.o, x,, = a para qualquer subsequéncia {x;, }.

Selim, .o x, = aelim,_.(x, + y,) =centdo lim,_.. y, =c—a.
Xn
Yn

Selim,_.x,=a#0elim,_. X, ¥, =centdo lim, oy, = %

Selim; oo Xy = aelim, .3 =c#0entao lim, .oy = ¢

@ ® © ©

Se limy, .o, X, = a >0 e k € N é fixado, entdo lim,_., /X, = /a. Se k é impar, mostre que
o resultado vale também para a > 0.

Selim, .o x, =a>0ereQ éfixado, entdo lim, .., x," =a’.

lim,, oo X, =0seesoselim;,_|x,| =0.

®@ Q @

Se lim,,_. X, > a entdo existe N € N tal que x, > a paratodo n = N.

©)

Se existem lim,,—.o, X, €lim,,_.o Y € X, < y,, paratodo n = N entdo lim oo X, < lim, oo Vp-

®

Se {x,} é limitada e lim;_., ¥, = 0 entdo lim;_., X, y, = 0.

Mostre que se uma sequéncia de Cauchy tem uma subsequéncia que converge para a entao a
sequéncia converge para a.

Mostre que se uma sequéncia mondtona tem uma subsequéncia que converge para a entao a
sequéncia converge para a.

Sejam x; =1e xu41 =V2x,, n=1.

@ Mostre que x, <2 para todo n € N.
@ Mostre que {x,} é crescente.

@ Conclua que existe a = lim,,_., X, € calcule a.
Sejamx;=lexyy1=1+/x,, n=1.

@ Mostre que {x,} é limitada .

@ Mostre que {x,} é crescente.
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@ Conclua que existe a = lim,,_., X, € calcule a.

Sejam x; =1e xy41 =1+ x—ln, n = 1. Mostre que |X;42 — Xp+1] < %ler_l — Xp|, para todo n € N.
Conclua que existe a = lim,_, X, € calcule a.

Seja {x,} uma sequéncia limitada e considere os nimeros
a =sup{x€R : x é limite de alguma subsequéncia de {x,} },

B =lim;,,_.. by, onde b, =sup{x;: j=ntey=inflxeR: {neN: x, > x} éfinito}.
Mostre que os numeros «, ,y sdo bem definidos e @ = § = y. Este valor comum é chamado de
limsup,,_. ., X,. Prove uma afirmacao anéloga para liminf,,_. x,.

Mostre que as seguintes afirmacodes sdo equivalentes a respeito de uma sequéncia {x,} de nu-
meros reais:

(a) Existelim;,_., X, = a;

(b) limsup,,_,, X, =liminf, .. x, = a.

Seja {x,} uma sequéncia de nameros reais.

[Xn+1l

o1 < 1 entdo lim,, .o, x;, =0.
n

® Selimsup,,_.,

@ Selimsup,,_,, % > 1 entdo limy,_.o | X;| = +00.
n

[Xn+1l

® Selimsup,, ., 755

=1 entdo nada se pode afirmar, em geral.
Sejam {x,} e {y,} sequéncias limitadas. Verifique as seguintes afirmacdes:

® limsup,,_ (X, + yn) <limsup,,_ ., X, +limsup,,_. ., Vn;
liminf,, .o (x, + y,) <liminf, . x, + liminf, . y,;

limsup,,_. . (=x,) = —liminf, . x,;

® ©® ©

limsup,,_. . (x,¥n) < (limsup,,_. ., x,)(limsup,,_., ¥n), se x, =0 e y, = 0 para todo n sufici-
entemente grande;

@

liminf, .o (x,y,) = (limsup,,_. ., x,)limsup,,_. ., ¥»), se x, =0 e y, = 0 para todo n sufici-
entemente grande.

@

Encontre situagoes nas quais as desigualdades acima sao estritas.
@ Se existe N € N tal que x, < y, para todo n = N, entdo limsup,,_, ., x, < limsup,,_.. v, €

liminf, . x, <liminf,_. yx.

Dada uma sequéncia {x,}, um termo x; chama-se termo destacado de {x,} se x; = x, para todo
n = k e consideremos o conjunto K = {k € N : x; é um termo destacado} = {k; < k» <...}.

@ Se K é€ infinito, mostre que a subequéncia {xk;} jen € nd0-crescente.
@ Se K é finito, mostre que {x,} possui uma subsequéncia crescente.

@ Conclua que qualquer sequéncia limitada possui uma subsequéncia mondétona.



@ Prove, a partir das afirmacdes acima, que toda sequéncia limitada de ntimeros reais possui

uma subsequéncia convergente.

20. Neste problema vamos dar outra prova do fato que toda sequéncia limitada de ntimeros reais
tem subsequéncia convergente. Para isso, seja {x,} uma sequéncia limitada de nimeros reais.

@

@
®

Seja M > 0 tal que —M < x, < M, para todo n € N e considere o conjunto X = {x e R :
X < x;, para uma infinidade de n € N}. Mostre que a = sup X existe e a < M.

Mostre que para qualquer € > 0 existe uma infinidade de ne Ntaisque a —e < x, < a +e.

Conclua que existe uma subsequéncia {Xn;}jen tal que lim; ., Xp; = a.

21. Neste problema, vamos usar o método da caga ao ledo para provar o resultado ja provado no
exercicio anterior. Seja {x,} uma sequéncia limitada.

)
@

Nao hda perda de generalidade em supor que 0 < x,, < 1, paratodo n € N.

Escreva Jo = [0,1] como reunido I; U I, de dois intervalos fechados de comprimento %
Mostre que para algum destes dois intervalos I € verdade que {j € N : x; € I} € infinito.
Chame tal intervalo de J;.

Prosseguindo indutivamente, obtemos intervalos fechados [0,1] 2 J1 2 J2...Jx D ... de

comprimento Zik, tais que {j € N : x; € Ji} é infinito, para todo k € N.

Mostre que existe um tnico ponto a € (72, J», 0 qual € limite de uma subsequéncia de
{xn}.



