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ATENCAO!

1. NAO é permitido consultar livros e anotacdes;

[\

. Vocé pode utilizar todos os resultados provados em aula e deve justificar todas as suas respostas;

3. Faca a prova a lapis;

s

. Boa prova!



Questdo 1 Classifique as afirmacdes abaixo em verdadeiras (V) ou falsas (F), provando as verdadeiras
e exibindo um contraexemplo para as falsas (cada item vale 1 ponto):

(a) O conjunto
m
D= {— ‘neN, m= 1,2,3,...,2"}

tem conteudo nulo.

(b) O conjunto dos niimeros algébricos tem conteddo nulo.!

'Um nimero real é dito algébrico se for raiz de um polinémio com coeficientes inteiros.



(c) Afuncdo
x2 5
f(x):f (£ —sen(2t—1977)e3t—1)dé%x>0,
0

é integravel em qualquer intervalo da forma [a, b] para0 < a < b.
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Questdo 2 Seja f:[a, b] — R limitada.

(a) (2 pontos) Dado A c [a, b] um conjunto finito, denotemos por %4 o conjunto das particdes de
[a, b] que contém A. Mostre que

b b
f fx)dx = sup s(f;P) e f fydx= inf S(f;P).
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(b) (2 pontos) Uma funcéo ¢ : [a, b] — R é dita uma fungdo-escada se existirem a = xp < x1 <... <
xy =bec,...,cy € Rtais que € constante igual a c; em cada intervalo aberto (x;_1, x;), j =

1,..., n. Mostre que toda funcdo-escada € integravel e se f = 0 entao
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Questdo 3 Dada funcdo f : [a, b] — R e uma particdo P:a = xy < X1 <... < xy = b, definimos a
variacdo de f em relagdo a particdo P por

V(f;PY=)_If(xp) = flxj-nl.
j=1

Dizemos que f tem variacdo limitada se {V(f; P) : P particao de [a, b]} € limitado; neste caso, o su-
premo deste dltimo conjunto é chamado de variacdo de f em [a, b], denotado por VZ( e féditade
variacdo limitada.

(a) (1 ponto) Mostre que se f, g sao de variagdo limitada e A € R, entdo f + g e Af sdo de variacao
limitada e VE(f + g) < VE(f) + VE(g) e VE(AS) = IAIVE().
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(b) (2 pontos) Mostre que fun¢des monéGtonas tem variacao limitada. O mesmo ocorre com as
funcgoes lipschitzianas.
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b
) :f |f'(x)]dx.

b
a

(¢) (2 pontos) Mostre que uma funcio de classe C! é de variacio limitada e V'

Dé exemplo de uma funcéo continua que nio seja de variacgio limitada.
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