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Lista 2
v« Funcoes reais de duas e trés variaveis
1. Ache e esboce o dominio das funcoes:
@ flx,y)=yx-y (b) f(x,y) = arctan %
1 X
© f))=—m——— d flx,y)=—
fxy o fxy %
(€) fx,y) = tan(x - y) ) f(x, ) =In(xy? - x°)

(@ f(x,) =1In(16 —4x> - y?)

2. Esboce uma familia de curvas de nivel de:

+
@Fen=" B fnp=x-y/1-)
_ X _ 2xy°
©) flx,y) = e d f(x,y)= Zat v
3. Esboce os gréficos de:
@ fx,y)=1-x-y (b)f(x,y):xz)irl ©) f(x,y) =1/ x*>+9y?
d) f(x,y) =4x*+y? (e flx,y)=y*—x* ) flx,)=y*+1
® f(xy) =y +x (h) f(x,y) = xy (i) fx,y) = eV H
1
G) fx,y) = prCao & flx,y) = (x—y)? D) fx, ) =x>+y*+2y+3
m) f(x,y) = Iy ) £(x,3) =InOx*+y%) () f(x,y) =2—\/x%+4y?

O f,y=\x2+y>-9 ( fx,y)=\/x*>+y*>+1

4. Sejay(t) =(e'+1,e” "), parateR.

@ Desenhe a imagem de y indicando o sentido de percurso.

@ Verifique se a imagem de y estd contida em alguma curva de nivel de f : R> — R dada por
f(x,y) = x2y2 —2y—y2+4.
Em caso afirmativo, em qual nivel?

5. Seja f(x,y) =\/x%+y*+4esejay(t) = (tcost, tsint,V12+4), t=0.

(a) Mostre que a imagem de y estd contida no grafico de f.

(b) Fagaa um esboco do traco de y.



6. Encontre uma parametrizacdo para a curva de nivel no nivel ¢ de f nos casos:

@ f(x,y)=x+2y-3, c=-2;

@ f(x,y)=x—1/1-2y% c=5;

1
® f(xy_}’):ryz, c=1.

11
Encontre areta tangente as curvas dos itens (a), (b) e (c) acima nos pontos (5, Z)’ (6,0) e (\/5, 1),

respectivamente.

7. Seja f(x,y) =

2x% +4y?
X2+y2+1

@ Esboce as curvas de nivel de f dosniveisc=1,c=2ec=3.

@ Encontre uma curva diferencidvel y cuja imagem seja a curva de nivel de f do nivel ¢ = 1.

@ Determine o vetor tangente a curva y do item anterior no ponto (-1, 0).

@ Sejay:[0,27] — R3 dada por y(#) = (sint,cos ¢, z(t)). Sabendo que a imagem da curva estd

¢ Limites e continuidade

. 2 T
contida no grafico de f, encontre o vetor tangente a y em y(3).

8. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, explique por qué:

(@
(©
(e)
(8
@)
k)
(m)

(0)

. X
lim 2—y2
(x,)—(0,00 X~ + y
¥ +y3
m ———
(x,)—0,0 X+ y
2x% +3xy+4y?

1im
x,)—00)  3x*>+5y?
X

1m 3 Y
(x,)—=(0,0) X° —y

(x+y)°

1m Y

(x,)—(0,0) X%+ y?

By+yt+xt

x)—0,0 x3y—xy3
S22
. sin(x~ + y~)
(x,»—0,0 x“+y
xyt
im ————
X)) =00 x2+y

(b)
(d)
6]
(h)
§))

M

()

(p)

x?ycos(x? + y?)

1m
(x,)—(0,0) X2+ y?
. X%y
lim —_—
x,y)—0,0) 2x* + x2y + 2
xzy

m _—
x,)— 0,0 x* + y?
Aaini2 12
. x*sin(x” + y°)
lim MW Ty
(x,y)—(0,0)

li xz . Xy
1m Sin
®))—0,0 x% + y? /X2t 2
x3 +sin(x? + y?)
im -
(x,9)—0,0) y* +sin(x? + y?)

x4+ y?

lim (% + yz)ln(x2 + yz)
(x,9)—(0,0)
x?sin®y
im ——-
(x,)—(0,0) X% + 2y?

9. Determine o conjunto dos pontos de continuidade das fun¢oes abaixo:

@ f(x,y)=

sin(xy)
eX — y2

(©) f(x,y) =arctan(x++/1/y)

(b) f(xy Y) =
d flx,y) = arcsin(x® + yz)

1-x2-y?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

x23

(e)f(x,y){ 252+ 98 »se (x,y) #(0,0)
1 ,se(x,y)=1(0,0)

(x? = y*)(x - 1)?
) f(x,y):{ 1 (@ 12+ (—1D) ,se(x,y) #(0,0) e (x,y) #(1,1)
1 ,se(x,y)=(0,0)ou(x,y)=(1,1)

O dominio de uma funcéo f é o conjunto {(x, y) € R?|(x,y) # (1,0)}. A figura abaixo mostra as
curvas de nivel de f nos niveis k =0,k =0,3, k=0,5,k=0,7 e k = 1. Existe ( l)in%1 0)f(x, ¥)?
xX,y)—,
Justifique.
v¢ Derivadas parciais, gradiente e diferenciabilidade
Ache as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes:
1 —
(@) f(x,y) =arctan(y/x) (b) f(x,y)=In(1+ cosz(xy3)) © flx,y) = T;:yyz

Seja f : R — R uma funcao diferencidvel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:
@ ulx,y)=f (%) (b) u(x,y) = f(ax+ by), onde a e b sdo constantes.
(© ulx,y) = flxy?=2x) (A ulx,y) = f(e* )
of

Dada a funcio f(x,y) = x(x* + yz)_%esm("zy ), ache =—(1,0). (Neste caso, usar a definicdo de

derivada parcial € menos trabalhoso do que aplicar as regras de derivacgao.)

Verifique que a func¢do u(x,y) = Iny/x?+ y? € solugdo da equacgdo de Laplace bidimensional
u 0°u
— +—=0.
0x?  0y?
Sejam f, g: R — R, derivaveis até 2a. ordem.
(@) Mostre que u(x,t) = f(x+ct) + g(x — ct) satisfaz a equacao Ou c? Ou
, = — VA — = _—
(b) Mostre que u(x,y) =xf(x+y)+ yg(x+y) ésolucdo da equagao
’u ) ’u N ’u o
ox2 “odxdy ay?

Sejam f(x,y) = (x* + y2)§ eg(x,y) = Ixylg. Mostre que f e g sdo de classe C! em R?.

3



2

Xy .
17. Seja f(x,y) { X2 + y +sin(x+3y) se (x,y)#(0,0),

0 se (x,y)=1(0,0).
. .. of of .
(a) Mostre que as derivadas parciais 3r e 5 existem em todos os pontos.

(b) f é continuaem (0,0)?
(c) f édiferenciavel em (0,0)?

x3

18. Seja f(x, y) = { x2 +y2 se (X) _V) # (0,0),
0 se (x,¥)=1(0,0).

(a) Mostre que f é continua em (0,0).
0 0

(b) Calcule —f(O, 0)e —f(0,0).

0x oy

(c) f édiferenciavel em (0,0)?

of o0
(d) Sao —f e —f continuas em (0,0)?
ox 0y
. (x*> + y?)sin S RO (x,y) # (0,0)
19. Considere f(x,y) = /X2 + 2
0 se (x,¥)=1(0,0).
(a) Mostre que f é diferencidvel em (0, 0).
. . of of _ )
(b) As derivadas parciais —— e — sdo continuas em (0, 0)?
ox Oy
x%sin ((x? + y%)?)
20. Seja f(x,y) = { 21 y2 se (x,y) #(0,0),
0 se (x,y)=1(0,0).

(a) Verifique que f é continua em (0, 0).

0
(b) Determine 0—];()6, ), (x,y) € R%.

0
(c) Afuncao O_f é continua em (0, 0)? Justifique sua resposta.
y

(d) Afuncao f é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.

x2 — y2
21. Seja f(x,y) = xy—x2+y2, se  (x,y)#(0,0),
0 se  (x,) =(0,0).

0 0
(@) Verifique que a—f (0,y) = —y paratodo y, e que a—f(x, 0) = x, para todo x.
X y

2 f 62
(b) Verifique que m(o, 0)=1eque dyox

0,0) =-1.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Determine o conjunto de pontos de R? onde f é diferencidvel, sendo:

@ flx,y)=v/x3+y)3 (b) f(x,y) = x|yl
(©) flx,y) =eV¥+V! (d) f(x,y) =cos(v/x2+ y?)

Mostre que ndo existe nenhuma funcao diferenciavel f : R? — R tal que V f(x, y) = (x*y, y) para
todo (x,y) € R2.

Ache a equacao do plano tangente e a equacao da reta normal a cada superficie no ponto indi-
cado:

@ z=e"" no ponto (0,0,1) (b) z=In(2x+ y), no ponto (—1,3,0)
(c) z=x* - y?,no ponto (-3,-2,5). (d) z=e*Iny, no ponto (3,1,0).

Determine a equagdo do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao grafico
de g(x,y) = xy.

Seja f : R — R uma funcdo derivavel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie z =

X .
xf (—) passam pela origem.
y

Seja f: R? — R uma funcao diferenciavel tal que as imagens das curvas y(f) = (2, £,2t%) e u(t) =
13, 1,2tH estejam contidas no grafico de f. Determine o gradiente de f no ponto (2,1).

O gradiente de f(x, y) = x* + y* é tangente 4 imagem da curva y(¢) = (2, 1), t > 0 em um ponto
P. Encontre a equacao da reta tangente a curva de nivel de f que contém P, no ponto P.

Ache a derivada direcional médxima de f no ponto dado e dé a direcdao em que ela ocorre.
(@) f(x,y) = xe™r +3y,(1,0); (b) fx, ) = In(x* +y?), (1,2);

Mostre que f(x,y) = v/x%y é continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais em (0,0). E
f diferenciavel em (0,0)?

Seja f uma funcdo diferencidvel em R? tal que y(¢) = (£ +1,—t?), t € R, é uma curva de nivel de

f. Sabendo que a—(—l,—4) = 2, determine a derivada direcional de f no ponto (-1,—4) e na
X
direcao e sentido do vetor i = (3,4).

Ty (x,7) # (0,0)
Sejaf(x,y)={ 2y S0 Y
0 se (x,y)=1(0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).

(b) Mostre que %f(y(t)) ZVf(y(®)-y' (1) em t =0, onde y(t) = (—t,-1).

(c) Seja ii = (a, b) um vetor unitério (isto é, a’+b*>=1).Usea definicao de derivada direcional
of
ara calcular —(0,0).
p aﬁ( )

(d) f édiferencidvel em (0,0)? Justifique.



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Seja a > 0 e considere o plano tangente a superficie xyz = a num ponto do primeiro octante.
Mostre que o tetraedro formado por este plano e os planos coordenados tem volume indepen-
dente do ponto de tangéncia.

v¢ Regra da cadeia

w ow . o .
Calcule a7 e F pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicao seguida
u

de aplicacdo das regras de derivagao parcial.
(@ w= x2+y2;x: 2+ uz,y:2tu.

(b) w=

X
———;x=1tcosu,y=tsinu.
x%+ y2’ o4

(©) w:x2+y2+z;x:tu,y:t+u,z:t2+u2.

Seja f : R?> — R uma funcdo de classe C2. Calcule g, g, em funcio de fy, fy nos seguintes casos:

@) g(u, v) = f(u?,v®) (b) g(u,v) =sinu— f(2u—3v? u—cosv)
(c) glu,v) = f(sin(u+v),cos(u—-v)) (d) gy, v)= f(e”z,ln(u+ V))

Uma funcao f: R2\ {(0,0)} - R é homogénea de grau A se satisfaz f(tx,ty) = z‘)L f(x,y) para
todos £ >0 e (x, y) # (0,0), para um certo A € R fixo. Supondo que f é uma funcéo de classe C?
homogénea de grau A, verifique que:

(@ xfx+yfy=Af; (Relacdo de Euler)

(b) Asfungoes fy e f, sao homogéneas de grau A — 1.

Verifique que as funcoes abaixo sdo homogéneas e determine o grau:

X

y
@ f(x,y) =5x*+2xy—y* (b) f(x,y)=—x2xi 2

_xysin(y/x)

(b) f(x,y) = © flx,y) = T

1

O raio de um cilindro circular estd decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura estd cres-
cendo a taxa de 3cm/s. A que taxa o volume do cilindro esta variando quando o raio vale 80 cm
e a altura vale 150 cm?

Sejam f : R? — R, diferencidvel em R?, com Vf(-2,-2)=(a,-4) e
g = f@r’—4t,t* -30).

Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela a reta
y=2x+3.

Seja u = u(x, y) funcao de classe C? em R? e defina v(r,0) = u(r cos@, rsen8). Verifique que

&
002

0%y 10v

1
ﬁ(rﬁ)ﬂ-;a(nﬁ)—i-ﬁ (r,0) = Au(rcos0,rsen8),

onde, por defini¢ao, Au = uyy + uyy.



41. Seja f = f(x,y) uma funcdo de classe C? e seja g : R?> — R dada por g(u, v) = uf(u? — v, u+2v).

2

(a) Determine 3 em funcao das derivadas parciais de f.

uov
(b) Sabendo que 3x+5 + 26 € o plano tangente ao grafico de f il (1,4) sz(l 4)=1
=2z , , =——=, =
’f g
e 6_)/2(1’4) = —1, calcule auav(—2,3).

42. Seja F(r,s) = G(e"s, r3 cos(s)), onde G = G(x, y) é uma funcio de classe C*> em R?.

2

0°F
(a) Calcule F(r, s) em funcao das derivadas parciais de G.
r

0’F oG
(b) Determine F(l,O) sabendo que 6—(t2 +1,t+1) =12 -2t+3.
r y

43. Determine k € R para que o plano tangente ao gréfico de f(x, y) = In(x?>+ky?) noponto (2,1, f(2,1))
seja perpendicular ao plano 3x+z=0.

44. Seja f : R?> — R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x+y +z = 7 é o plano
tangente ao grafico de f no ponto (0,2, f(0,2)). Seja

g(u,v)= uf(sen(u2 - v3),2u2v).

Determine a € R para que o plano tangente ao grafico de g no ponto (1,1, g(1,1)) seja paralelo
ao vetor (4,2, a).



