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1. Consideremos o espaco vetorial .2 (R",R"") formado pelas aplicacoes lineares T : R" — R e
fixemos em ambos 0s espacos a norma euclidiana.

@® Mostre que para qualquer T € .Z(R",R") valem as seguintes igualdades

[ Tx| . n
sup |Tx|=sup|Tx|=sup—— =inf{C>0:|Tx| < Clx|], xeR"}.
|x|=1 x|<1 x£0 |x
@ Mostre que || T|l = sup),=; | T x| define uma norma em Z(R",R™).

@ Se m =n, mostre que |ST| < [|S|IIIT|l, para quaisquer S, T € .Z (R",R™).

@ Se m = ne T é simétrico positivo, entdo existe uma base ortonormal {uy,..., u,} < R” tal
que TujAjuj, com Aj = 0 (autovalores), para cada j = 1,...,n. Mostre que, neste caso,
” T” = maX{A/l) ceey /111}

® No caso m, n quaisquer, mostre que a expressao
NTIN=1T"T]|

também define uma norma em .Z (R",R""). Mostre que ||| T||| é o maior valor singular de
T. (Procure saber o que € isto...)

2. Seja {Ti}tren € -Z (R, R™) uma sequéncia de aplicacoes lineares e admita que, para cada x € R",
existe limy_ o, T X.

@ Definindo Tx =limy_ o Tix, x € R", mostre que T € linear.

@ Mostre que || Ty — Tl — 0.

3. Dada T € Z[R") = Z(R",R"), definimos

[e.°]
ey

Tk
=k

@ Mostre que a série converge absoluta e uniformemente em qualquer subconjunto limitado
de Z(R").

@ Mostre que se ST = TS entdo e’ ™S = e’ . e,

® Mostre que para qualquer T € Z(R"), eT é inversivel e (e!)" ! = e 7T,

4. Mostre que todo T € .Z(R") é limite de uma sequéncia de operadores inversiveis (Use a forma
triangular para a uma matriz n x n).



5. Consideremos m, n € N e o espaco produto V = R x R” munido da estrutura usual de espaco
vetorial (isomorfo a R"*").

@ Fixadas normas |-|, e |-, em R e R”, mostre que as seguintes expressdes definem normas
emV:

LG =I1xla+ 1yl

i 10, )= (x12+1y5)Y%

it 10, )1 = (xlh + 1y p=1;
iv. |(x, )| = max{|x|g, |yIp}.

@ Uma aplicacdo B: V — R” é dita bilinear se para todos x € R, y € R", as aplica¢des y —
B(x,y) e x— B(x,y) foremlineares (B é linear em cada varidvel). Mostre que para qualquer
aplicacao deste tipo, existe C > 0 tal que |B(x, y)| < C|x||yl|, para qualquer (x,y) € V.

@ Mostre que uma aplicagao bilinear é continua.

@ Defina o conceito de aplicacao multilinear e estude a continuidade de uma tal aplicagao.

6. Mostre que uma aplicagdo linear T € .Z(R",R™) é injetora se e s6 se existe ¢ > 0 tal que |Tx| =
clx|, x e R".

7. Mostre que as aplicacoes a seguir sao continuas:

® ZR",R™)>T— TxeR™, para qualquer x € R";
@ ZR"YR™) xR"> (T, x) — TxeR™;
® ZRMN>3T— p(T)e LR

8. Mostre que os conjuntos abaixo sdo abertos:

@ X={ueR":|1977u—- proje1 u| < 1}, onde proje1 u denota a projecdo ortogonal de u na
direcao de e;.

(b) X={Te LR"R™):|T?u—-2021Tu+13T*u| <137}, onde u € R" é um vetor fixado.
© X={T,ue LR"R")xR": |Tu—elul <11}

9. Mostre que os conjuntos abaixo sdo fechados:

(@) X ={u€eR":|u-proj,ul <1}, onde proj,, u denota a proje¢do ortogonal de u na dire¢ao
de e,.

(b) X={Te LR"R™) :|12T*u—-2003Tu+12T3u| <1}, onde u € R" é um vetor fixado.
© X={T ueLR"R™"xR": |eTul <11}

10. Se T e Z(R™) e | T| <1, mostre que o operador [ — T € inversivel e seu inverso é dado por
o0
u-nt=Y T
k=0

Pode ndo parecer, mas voceé ja viu isso no PSE...



11. Seja T € Z(R",R™).

® Se m = n, dado € > 0 existe S € Z(R",R"™) injetora tal que ||S— T|| <e.
@ Se m < n,dado € > 0 existe S € Z(R",R") sobrejetora tal que [|S— T|| < &.

® Se m =n, dado € > 0 existe S € Z(R",R™) inversivel tal que |S— T| <e.



