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v¢ Integrais de linha

1. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:
(a) fxds, Y =,0,0st<1.
Y
(b) f xy*ds, v é a semi-circunferéncia x*> + y> =1, x = 0.
Y
(©) f xyzds,y(t) =(2t,3sint,3cost),0< t < 7m/2.
Y
(d) f xyzz ds, y é o segmento de reta de (1,0, 1) a (0,3, 6).
Y
(e) f(x—Zyz) dy, v é o arco da pardbola y = x* de (-2,4) a (1, 1).
Y
) f xydx+ (x—y)dy, y consiste dos segmentos de reta de (0,0) a (2,0) e de (2,0) a (3,2).
Y
) fx3y2zdz, y(H) = @2t 1%, 1%),0<t<1.
Y

(h) f 22 dx - zdy+2ydz, y consiste dos segmentos de reta de (0,0,0) a (0,1,1), de (0,1,1) a
Y
1,2,3)ede(1,2,3)a(1,2,4).
@) f 2xdx+(z°—y*) dz, onde y é o arco circular dado por x = 0, y>+z% = 4, de (0,2,0) a (0,0,2)
Y
y=0;

2. Calcule as seguintes integrais de linha:

(@) fxzy dx+ xy3 dy, onde y é o quadrado com vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1), orientado
p}é)sitivamente;
(b) f (x+2y)dx+ (x—2y)dy, onde y consiste do arco da parabola y = x> de (0,0) a (1,1) e do
S(Yegmento deretade (1,1) a (0,0).
(c) j{ (y+ eV¥) dx + (2x + cos y*)dy, onde vy é a fronteira da regido limitada pelas parabolas
Y
2

y = x* e x = y? percorrida no sentido anti-horario.

(d) j{ x*dx+y*dy,y éacurva x® + y® = 1, sentido anti-horario.
Y
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(e) ‘7( xydx+ (2x* + x)dy, y consiste do segmento de reta unindo (-2,0) a (2,0) e da semi-
Y
circunferéncia x* + y* = 4, y = 0, orientada positivamente.

) f 2xydx+ (xX*+x)d ¥, Y é a cardidide p = 1 + cos@ orientada positivamente.
Y

(g f (xy+ exz) dx+(x*-In(1+ ¥)) dy, y consiste do segmento de reta de (0,0) a (77,0) e do arco
Y

da curva y = senx, orientada positivamente.
(h) jg (y* = x*y)dx+xy*dy, y consiste do arco de circunferéncia x>+ y* = 4 de (2,0) a (v/2, v2),
eYdos segmentos de reta de (v/2,v/2) a (0,0) e de (0,0) a (2,0).
(1) f5x2ydx +(7x3 + e¥)dy, sendo y a elipse 16x2 + 25y2 = 100, percorrida de (0,—2) até
(g, 2), x>0.
) f (ery —x*y- y; dx + (x*e” +siny) dy, sendo y a circunferéncia de equacio x? + y? —
Y

2x =0, percorrida de (0,0) até (2,0) com y > 0.
(x+y)dx—(x—-y)dy
X2+ y?
sentido horario;

19 , onde y é a circunferéncia x? + y? = a2, percorrida uma vez no

() jg Vydx++vxdy,sendo y afronteira da regido limitada por x =0, y = 1 e y = x2, percorrida
Y

uma vez no sentido horario;

3. Calcule f F-dF para:
Y

(@) F(x,y)=yi+x*+y%],ondey é o arco de circunferéncia y (1) = (¢, V4 — ), ligando (-2,0)
a(2,0);
- - . 2 .2

(b) F(x,y)=2(x+y)i+(x—y)j,ondey é aelipse de equacdo s + i 1, percorrida uma vez
em sentido anti-hordario.

(€ E(x,y) = 2arctan£z?+ (In(x* + y*) + 2x]] onde vy é a fronteira do retangulo [1,2] x [-1,1]

percorrida uma vez no sentido anti-horario.

4. Determine o trabalho realizado pelo campo F(x, y) = (x, y + 2) ao mover um ponto ao longo da
cicloide y(f) = (¢t —sint,1—cost),0 <t <2m7.

5. Seja D uma regido de R?> com D e dD satisfazendo as hipéteses do Teorema de Green. Mostre

que a area de D coincide com a integral f xdy= —ydx.
aD oD

Use este fato para calcular a drea dos subconjuntos abaixo:

2 2
(@) D:{(x,y)e[Rzz:x—2+y—sl};
a’>  b?

(b) D={(x,y) eR?: x*3+ 1?3 < a?3}.



6. Determine a 4rea da regido limitada pela hipocicléide dada por () = (cos® t,sin3 1), 0 < t < 2.

7. Neste exercicio, vamos mostrar como calcular a drea de um poligono irregular.

(a) Sey éosegmento de reta ligando o ponto (x1, y1) ao ponto (x, y»), mostre que
f xdy—ydx=x1y2—X2)1.
Y

(b) Em ordem anti-horaria, os vértices de um poligono sao (xy, y1), (x2, ¥2), ..., (Xn, ¥n). Mostre
que sua area é dada por

1
A= > [(xX1y2 = X2)1) + (X2¥3 — X3Y2) +... + (XN—1YN — XNYN-1) + (XNY1 — X1YN)].

(c) Determine a drea do pentdgono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (-1,2).

8. Calcule

-ydx+xd
(@) % sendo y a curva fronteira da regido determinada pelas curvas y? = 2(x +2)
y XTYy

e x = 2, orientada no sentido horario.
xdx+yd
(b) f Tyzy sendo y acurva y = x?> + 1, —1 < x < 2, percorrida do ponto (-1,2) a (2,5).
y Xty

ydx—(x-1)dy
y (x—D2+y?

(©) sendo y a circunferéncia x? + y? = 4, percorrida no sentido horério.

d
(d) f x J(/xzx )26)2 Y sendo v a fronteira da regido D = {(x, y) € RZ:|x| <1, Y| < 1}, orientada

no sentido horario.

9. Verifique que a integral

f 2xsinydx + (x*cosy—3y*)dy,
Y
onde y é uma curva ligando (-1,0) a (5,1), é independente do caminho e calcule o seu valor.

10. Sejayuma curva plana simples, fechada e lisa por partes percorrida uma vez no sentido horério.
Encontre todos os valores possiveis para

dx+xd
(m([ A . Y

X%+ y?
—ydx+xdy

®) y 4x2+9y?

11. Calcule f F-d7,onde F(x,y,2) = (x> + )i —Tyz] + 2xz%k e Y € a curva ligando o ponto (0,0,0)

Y
a (1,1,1) nos seguintes casos:

@ ()= 6%;
(b) y é composta dos segmentos de reta de (0,0,0) a (1,0,0), depois a (1,1,0) e depoisa (1,1, 1);
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12.

13.

14.

15.

Sejam as curvas y; a circunferéncia x* + y* = 0 percorrida no sentido anti-horério, y, a cir-
A s 2 2 . . . P .
cunferéncia x“ + y~ = 4, percorrida no sentido anti-horario e y3 a curva formada pela unido das

1 1
trés seguintes circunferéncias: (x — D+ y2 = 3’ (x+1)°%+ y2 = g’ ambas percorridas no sentido

1
horério e x* + y* = 3 percorrida no sentido anti-horario. Se I = f Pdx+Qdyonde

Yk
Plx,v) 1 N 1 N 1
X, y)=-—
Y y(x—1)2+y2 +y? (x+1D2+y?
e
x—1 X x+1
Qx,y) =

+ +
(x—D2+y?> x*+y> (x+D2+y?

entdo calcule 1, I, e I3.
Calcule f F d¥ onde
Y

- - x
F= y +y +3x

2 ) 2
X2+ R+

nos seguintes casos:

(@) yéacurva (x— 1)2+( Y- 2)2 =4, percorrida uma vez no sentido horério.

(b) yéacurva (x— 1%+ y2 =4, percorrida uma vez no sentido horario.

Determine todos os valores possiveis da integral

f(Z'Z) —ydx+xdy
1o xXF+y?

sobre um caminho que nao passe pela origem.

Em cada caso abaixo, determine se F é ou ndo campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine o potencial de F.

(@) F(x,y)=xi+xjemR?

(b) F(x,y) = 2xe’ +y)i+ (x*e’ +x—2y)] em R?

© F(x,3,2) =@2x*+8xy2)i+Bx°y—3xy)j +—-(42%y* +2x°2)k em R®
d) EF(x,y,2)=(x+2)i—(y+2) ]+ (x—pkemR3

(e) F(x, y,2) = (y2 cosx+2°)i— (4 +2y senx)f+ (3xz% +2)k em R®

. _—yi+xj 5
) F(JC,J/)—W,GHNR —{(0,0)}
@ Flx )—M em Q= {(x,7) €R?: x>0se y = 0}
g Y= x2+y2 ’ - " . y=
. Xi+vi
() Flx,y) =22 emr2-((0,0))
X +y



irg X

16. Seja o cam oﬁ(x ) = Xy
. ] p Y = x2+y2
fﬁd?.
Y

17. Calcule as integrais:

e v a curva dada por y(t) = (e,sint) para 0 < t < 7. Calcule

(@) f73c6ydx+x7 dy sendo y (1) = (t,etz‘l), onde t € [0,1].
Y

(b) f[ln(x+ yz) —yldx+ [2yln(x + yz) —x]dy sendo y a curva (x — 2)2 + y2 =lcomy=0
Y
orientada no sentido horario.
dx—xd
() f yx%;zy sendo y a curva dada por x(f) = cos® t e y(t) = sen’t com y = 0 ligando os
Y

pontos (1,0) e (0,1), nessa ordem.

(3,5,0)
(d) yzdx+xzdy+xydz.
(1,1,2)

(e) fsin(yz) dx+ xzcos(yz)dy + xycos(yz)dz, sendo y(t) = (cos t,sint, t) para t € [0, F] .
Y

18. Mostre que as integrais abaixo independem do caminho e calcule-as.

(a,b)
(@ (a) 2xydx+(x* - y* dy.
(1,1
(a,b)
(b) (b) senydx+xcosydy .
(0,0)
Bxdx+ydy+zdz

19. Calcul
acuefA ryit 2

pertence a esfera x> + y? + z> = 4.

, onde o ponto A pertence a esfera x>+ y>+ 22 = 1 e o ponto B

20. Um campo de vetores F em R? se diz radial (ou central) se existe uma funcédo g:R— Rtal que
F(x, y) =g(7)7, onde ¥ = xi + yj. Suponha que g é de classe C!. Mostre que F é conservativo.

v¢ Respostas

(1) (a) (10v/10—1)/54, (b) 2/5, (c) 9V137/4, (d) 3v/35, (e) 48, (f) 17/3, (g) 16/11, (h) 77/6; (i) —8/3,
(2) (@) —1/12, (b) —1/6, (c) 1/3, (d) 0, (e) 2, (f) 37/2, () 7, () 7w+ (16/3)((1/v/2) - 1), (i) e 2 —€* + 27,
() 4-%, 1) 2m;

(3) (a) 27, (b) mab; (c) 4;

4) 27%;

(5) (a) mab;

(6) 37/8;

(7) (©) 9/2;

(8) (a) —2m; (b) (1/2)In(29/5); (c) 27; (d) 7;

(9) 25sinl1 —1;

(10) (a) 0 ou —2m; b) 0 ou —7/3;



(11) (a) —11/15, (b) 1;

(12) I =2m; I, = 6m; I3 = —2m;

(13) (a) —8m; (b) —14m;

(14) 2k, com k inteiro;

(15) (a) ndo; (b) ¢ = x?e? + xy — y* +¢; (c) ndo; (d) ¢ = x*/2— y*/2+zx—zy +c;

(e) ¢ = y?sinx +xz3 —4y+2z+c; (f) ndo; (g) ¢ = arctan(y/x); (h) ¢ = In(x? + y?)/2+¢;
(16) m;

(17) @) 1, (b) 3In3 -2, (¢) F; (d) —2; (e) (v2/2)sin (v27/8)

(18) (a) a®b— b*/3-2/3; (b) asinb;

(19) In2.



