UFPR - Universidade Federal do Parana

Setor de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

CMMO042 - Célculo III (Periodo Especial 2/2020)
Prof. Zeca Eidam

Lista 4
v¢ Integrais de superficie

1. Determine uma representa¢do paramétrica de cada uma das superficies descritas abaixo e cal-
cule sua area:

(a) Séaparte da esfera x>+ y* + z> = 4 interior ao cone z = \/x2 + y2;
(b) S éaparte do cilindro x?> + z2 = 1 compreendida entre os planos y=—1e y = 3;
(c) Séapartedo plano z=2x+3y que é interior ao cilindro x? + y? = 16;
(d) S é a parte do paraboléide hiperbélico z = y? — x? que estd entre os cilindros x> + y*> =1 e
2. .2 _ 4.
xX“+y =4
(e) Séaparte do cilindro x? + z2 = a® que est4 no interior do cilindro x? + y* = a?, onde a > 0;

(f) S é a parte da esfera x> + y* + z> = a® que est4 no interior do cilindro x? + y? = ax, onde
a>0;

(g) Séotoroobtido pelarotacao da circunferéncia no plano xz com centro (b,0,0) eraioa < b

em torno do eixo z;
VX% + y?
V3

2. Sejam0<a<be f:[a, bl — Ruma funcio positiva com derivada continua. Determine equa-
cOes paramétricas das superficies geradas pela rotacao da curva y = f(x) em torno do eixo x e
do eixo y. Calcule a drea da superficie em cada caso.

(h) Sé aparte da esfera x%+ y2 +z2=4comz=

3. Calcule as seguintes integrais de superficie:
(a) ffs ydS, onde S é a superficie dadapor z=x+)?, 0<x<1,0< y<2;
(b) ffs x?dS, onde S é a esfera x% + y2 +z%2=1;
(c) f fs ydS, onde S é a parte do plano 3x + 2y + z = 6, que estd contido no primeiro octante;
(d) ffs xzdS, onde S é o tridangulo com vértices (1,0,0), (1,1,1) e (0,0,2);

(e) ff (x* + y»)dS, onde S é a parte do paraboléide x = 4 — y*> — z> contida no semi-espaco
S

x=0;

() f f yzdS, onde S é a parte do plano z = y + 3 limitada pelo cilindro x* + y? = 1;
S
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(g

(h)

(@)

§)

(N

f f xydS, onde S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro x? + z? = 1 e pelos planos
S
y=0ex+y=2;

ff z(x* + y*)dS, onde S é o hemisfério x> + y> + z> =4, 2= 0;
s

ff xyzdS, onde S é a parte da esfera x? + y® + z2 = 1 interior ao cone z = \/x2 + y?;
S

2x242y%2 -2
ff 21221 2+2y2 ldS,ondeSéapartedex2+y2—z2:1com15253;
s\ 2x ye—

ff(x+ 1)dS, onde S é a parte de z = \/x2 + y2 limitada por x? + y> = 2y.
S

4. Calcule o fluxo de F através de S nos seguintes casos:

(a)

(b)

(c)

(d)
(e)

(f)

(g
(h)

(@

§)

k)

M

(m)

(n)
(0)

F(x, ¥, 2) = (xzy, —3xy2,4y3) e S é a parte do paraboléide z =9 — x% - yz, com z = 0, orien-
tada de modo que a normal no ponto (0,0,9) é k;

F(x, ¥ 2) =(x,xy,xz) e S é a parte do plano 3x + 2y + z = 6, interior ao cilindro X%+ y2 =1,
orientada de modo que seu vetor normal é \/% Bi+2j+k);

ﬁ(x,y, z) =(=x,-Y, z2)eSéa parte do cone z = v x2 +y2, entre os planos z=1e z =2,
orientada de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;

F(x,9,2) = (x,y,2) e S é aesfera x* + y* + z° = 9 orientada pela normal exterior;

F(x,¥,2) = (—,x,32) e S é o hemisfério z = /16 — x2 — 2, orientada de modo que a normal
no ponto (0,0,4) € k;

F(x,¥,2) = (,0,—2) e S consiste do paraboléide y = x* + 22, 0 < y < 1 e do disco x? + 2% <
1, y =1, orientada pela normal exterior;

F(x, ¥, 2) =(x,2),3z) e S é o cubo de vértices (+1,+1, +1) orientado pela normal exterior;

F(x, ¥%2)=(x+y,-2y—1,z) e S é o retangulo de vértices (1,0,1), (1,0,0), (0,1,0) e (0,1,1),
orientado de modo que sua normal N satisfaz N - j > 0;

F(x,y,2) = (—yz,0,0) e S é 0 a parte da esfera x> + y* + z° = 4 exterior ao cilindro x>+ y?> < 1,
orientado de modo que a normal no ponto (2,0,0) € i;

F(x,9,2) = (1,2, X) e S é a parte da superficie z = /4 — x, limitada pela superficie cilindrica
y2 = x, orientado de modo que sua normal N satisfaz N-i > 0;

F(x, ¥,2) = (x,y,—2z) e S é aparte do cone z = /x? + y?, limitada pelo cilindro x? +y2 =2x,
orientada de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;

F(x,9,2) = (x* + ye?, y? + ze*, z> + xe¥) e S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro
X%+ y2 =1 entre os planos z = 0 e z = x + 2, orientada pela normal exterior;

F (x,,2) = @3 yzz3, 9x? yz2,4x yz) e S a superficie do cubo com vértices
(£1,+1,+1), orientada pela normal exterior;

R 2y 2

F(x,y,2) =(-xz, y3 -yz, z2)eSo elipsoide s + 02 + ) =1, orientado pela normal exterior;

F(x,,2) = (x> + ysinz, y* + zsin x,32) e S a superficie do sélido limitado pelos hemisférios
z=1+/4—x%*-y? z=1/1-x?-y?epelo plano z = 0, orientada pela normal exterior.
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(p)

(@

ﬁ(x,y, z) = (ez2 cos(zyz),x, y) e S é a parte de X%+ y2 =1 limitadaporz=0e z=y+3,
orientada pela normal exterior.

xi+yj+zk
pelanormal N tal que N -k < 0.

F(x,y,2) = +zk e Séapartede x2+y>—2z2=1com 0 < z < 1, orientada

5. Calcule:

(@

(b)

(©

(d)

(e)

(f)

(g

(h)

(1)

()

ff xzdyndz+yzdzndx+x*dxAdy,onde S é asemi-esfera x>+ y*+2z> = a® (a>0),z=0,
orifentada segundo a normal exterior;

ff xdyndz+ydzAdx+zdx Ady, onde S é a parte do plano x+ y + z = 2 contida no
priineiro octante, orientada de modo que sua normal satisfaz N - j > 0;

ff xdyndz+ydzndx+zdxAdy, onde S é a parte do paraboléide z = 4— x?— y?, contida
nossemiespa(;o z>2y+1, orientada de modo que sua normal satisfaz N - k= 0.

2

ff y*z°dy Adz+ xdz Adx+ ydx Ady, onde S é a parte do cone z? = x> + 2y entre os
S

planos z=1e z =y +3, orientada com N tal que N - k <0.

ff < In(z+ y)dy Adz+ (x* + z°)dz A dx + zdx A dy, onde S é a parte do paraboléide
S

z=4- x?— y? limitada pelo plano z = y + 4, orientada com N tal que N-k = 0.

ff dyndz+y’dzndx+z*dxndy,onde S é a esfera x*> + y* + 2% = R?,
S

ff dyndz+y>dzndx+z°dxndy, onde S é a fronteira da regido limitada pelo plano z = 4
S

e pelo paraboléide z = x> + y?, orientada pela normal exterior.
2
Z

e
ff xdyNdz+ yzezzdz ANdx— ?dx A dy, onde S é a parte do paraboléide z = x? + y?
S
limitada pelo cilindo X%+ y2 =1, orientada com a normal unitaria N tal que N-k> 0;

ff 2+ 2)dyndz+22dzndx+ e+ +z2)dxAdy, onde S é a parte da esfera x2 + 2 +
S

(z—1)? = 1 interior ao cone z> = x> + y?, orientada com a normal exterior;
ff xdyndz+ydzndx+zdxndy x> y? Z?
S

,onde S é a parte do elips6éide — + —+—=1,z=0,
(x2 + y2 + 22)3/2 p P 4 9 16
orientada pela normal exterior;

6. Suponha que a superficie S seja o gréafico de uma funcéo f: D c R? — R de classe C!, orientada
de modo que sua normal unitdria N tenha terceira componente ndo negativa. Se F = Pi+ Qj +
Rk é um campo de vetores sobre S, mostre que

fLﬁ-NdS:ffD(—Pg—i—Qg—g+R dxdy.

7. Calcule f F-dy em cada um dos seguintes casos:
Y



(@

(b)

(©

(d)

(e)

()

(g

(h)

(1)

§)

(9]

)

(m)

F(x,y,2) = (xz,2xy,3xy) e y é a fronteira da parte do plano 3x + y + z = 3 contida no pri-
meiro octante, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

Fx,7,2) = (22 + e, 32 +In(1 + y%), xy +sinz>) e y é a fronteira do tridngulo com vértices
(1,0,0), (0,1,0) e (0,0,2), orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida
no sentido anti-horario;

F(x,y,2) = 2z + sin(ex3,4x, 5y+ sin(sinz?))k e Y é a interseccdo do plano z = x+4 com o
cilindro x? + y? = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horério;

ﬁ(x, ¥z =(x+ cos(x?), ¥, x% - y2 + 2100y ¢ Y € a fronteira da parte do paraboldide z =1 —
x% — y? contida no primeiro octante, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja
percorrida no sentido anti-horério;

F(x,1,2) = (y+2,2x+ 1+ 22, x+ y+2)k e y é a interseccdo do cilindro x2 + y? = 2y com
o plano z = y, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

F(x,¥,2) = (y+cos(cos x), z+sin(cos y), x) e y é a interseccdo da esfera x>+ y*> + 2% = a® (a >
0) com o plano x + y+ z = 0, orientada de modo que sua proje¢do no plano xy seja percor-
rida no sentido anti-horério.

F(x,7,2) = (yz+cos(sinx), xz+In(1 + y*), zy) e y é a interseccio das superficies x>+ y* = 4
e z =2x + 3, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

2+y2 2+ y2 1+ 22
x?+y? =1 com o plano x+ y+ z = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja
percorrida no sentido horério;

E (x,¥,2) = + (sin(In(1 + x*), e 3, Z2)e Y é ainterseccdo do cilindro

ﬁ(x, V2) = (2xz3,x2y2,3x222) +(1,0,0) e y é a intersec¢ao das superficies z =siny+10 e
x% + y? = 16, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

2

Fx,3,2) = |x—y* x—z+ 2+y—"y ey é ainterseccdo do parabéide 4z = x> + y? com o
siny

cilindro x? + y? = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horério;

F(x, ¥,2) = (e¥siny,e* cosy—z,y) ey é o bordo da superficie obtida pela rotacao em torno

do eixo Oz do grafico de z = F, e < y < ¢°. Escolha uma orientacio para y.

y4 Y 40

F(x,y,2) = 5 +cosz™ | sendo y dado pela interse¢ao do

) -z
sin(In(1 +x2)),ﬁ +el,—

ye+z ye+z
cilindro y? + z2 = 4 com o plano x = y + z. y é percorrido uma vez no sentido anti-horario.

F(x,,2) = (z+ ¥, y* +1,In(z* + 1) + y), sendo y(t) = (2cos t,2sin t,10 — 2sin ), 0 < ¢ < 271.

8. Calcule ff (rot F) - NdS sendo:
S

(@)

F(x,9,2) = y7+ zf+ xkeSa parte do paraboléide z = 9— x? — y? que estd acima do plano
z =5, orientada pelo campo de vetores normais que aponta para cima;
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10.

11.

12.

(b) F (x,¥,2) =(xz, x—Y, x? y) e S formada pelas 3 faces, que nao estao no plano xy, do tetrae-
dro formado pelos planos coordenados e o plano 3x+ y +3z = 6, sendo N o campo normal
exterior ao tetraedro;

(©) E(x,y,2) = (x*, z, y2) e S a parte do hiperboléide x* + y* — z? = 1 limitada por x* + y* = 4
com normal que aponta para o eixo z.

Seja y uma curva simples, fechada e plana e seja N = (a, b, ¢) um vetor unitario normal ao plano
que contém y. Mostre que a drea da regido limitada por y é dada por

1
Ef(bz— cy)dx+ (cx—az)dy+ (ay—-bx)dz,
Y

com Y orientada pela orientacdo induzida de N.

-

=3 r - - - - —
Seja F = Tk onde 7 = xi + yj + zk. Calcule ff F-NdS, onde N é a normal unitdria exterior a
r S

S nos seguintes casos:
(@) Séaesferaderaio R >0 com centro na origem;

(b) S é uma superficie fechada lisa por partes tal que a origem nao pertence a S nem a regiao
interior a S;

(c) S éuma superficie fechada lisa por partes que contém a origem em seu interior.

Seja S uma superficie fechada lisa por partes orientada pela normal exterior N e E a regido
interior a S em R3. Verifique as seguintes igualdades:

1
(@) VolumedeE:gffxdy/\dz+ydz/\dx+zdx/\dy.
S

(b) f f rotF - NdS = 0, para qualquer campo F de classe C? no interior de S cujo dominio
S

contenha S.

Em cada caso abaixo, determine se F é ou ndo campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine um potencial para F.

(a) ﬁ(x, V,2) = (2x2 + 8xy2,3x3y -3xy, —4z2y2 - 2x3z) em R3
(b) E(x,y,2)=(x+2,-y—2z,x—y) emR®

(©) ﬁ(x,y, z) = (y2 cos X+ z‘o’,4+2ysinx,3xz2 +2) em R3

d) F(x,y,2) =(yz,xz,xy) em R3

() F(x,y,2) = (xy,7* xyz) em R®
X y z
W+y2+ 22 2+ Y2+ 22 a2+ Y2+ 22

) F(x,y,2) =

)em R3 - {(0,0)}

X y z

(@ F(x,y,2) =

) em R3 - {(0,0)}



v¢ Respostas

(1) (@) 4w(2 - V2), (b) 87, (c) 167wV14, (d) Z(17V17 -5V5), (e) 842, () 2a*(w - 2), (g) 4abn?, (h) 4.

@) @ 27 f7 f0)/1+ [ (02dx, (0) 27 [P x/T+ [ (x)2dx.

(3) (a) 13v/2/3, (b) 47/3, (c) 3V14, (d) 7V/6/24, (e) F5(12563v/17 —2347), () nv2/4,

(® Z(8+v2), (h) 167, () 0, () 87V?2, k) TV2.

(4) (a) 0, (b) —37/4, (c) —737/6, (d) 1087, (e) 1287, (f) —7/2, (g) 48, (h) -1, (i) 0, (j) 128/5, (k) 32/3, ()
197/4, (m) 8, (n) 2mab’c, (0) 22Z; (p) 0, (q) —Z

(5) (a) 3ma’/4; (b) 4; (c) 287; (d) —547; (€) —2Z; () LR5; (9) 12%; (h) —F(e+1); () m(e+11/6); () 27;
(7) (@) 7/2, (b) 4/3, (¢) —4nx, (d) -1, (e) m, (f) —a’nV/3, (g) —24m, (h) —2m, (i) —16m, (j) 47, (k) 0, () 27,
(m) 47;

(8) (a) 47, (b) 6, (c) O

(10) (a) 4m, (b) O, (c) 47 ,

(12) (a) Nao; (b) Sim, f(x,y,2) = %2 — & +zx—zy; (0) Sim, f(x,y,2) = y*sinx+x2% + 4y +2z; (d) Sim,

f(x,y,2) = xyz; (e) Ndo; (f) Sim, f(x,¥,2) =In(y/x2 + y2 + z2); (g) Sim, f(x,y,2) = (x* + y*> + z%)~1/?



