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Questão 1 Calcule as integrais a seguir:

(a) (1 ponto)
∫∫

D
(x + y) d xd y , onde D = {(x, y) ∈R2 : y ≥ 0, x ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}

Solução.∫∫
D

(x+y) d xd y =
∫ π/2

0

∫ 1

0
(r cosθ+r senθ)r dr dθ =

∫ 1

0
r 2dr

∫ π/2

0
cosθdθ+

∫ 1

0
r 2dr

∫ π/2

0
senθdθ = 2

3
.

(b) (1,5 ponto)
∫ 4

0

∫ 2

p
y

(ex3 + y)d xd y

Solução.∫ 4

0

∫ 2

p
y

(ex3 + y)d xd y =
∫ 2

0

∫ x2

0
(ex3 + y)d yd x =

∫ 2

0
(x2ex3 +x4/2)d x = 5e8 +43

15
.

(c) (1,5 ponto)
∫∫

D

(
x2sen(yex − y5)+16(x3 +x y3)+2x2) d xd y , onde D = {(x, y) ∈R2 : x2 + y2 ≤ 1}

Solução. Por imparidade do integrando em y e simetria da região de integração em relação ao

eixo x, tem-se
∫∫

D
x2sen(yex − y5)d xd y = 0. Por imparidade do integrando em x e simetria da

região de integração em relação ao eixo y , tem-se
∫∫

D
16(x3 +x y3)d xd y = 0 , portanto

∫∫
D

(
x2sen(yex − y5)+16(x3 +x y3)+2x2) d xd y = 2

∫∫
D

x2d xd y

= 2
∫ 2π

0

∫ 1

0
(r cosθ)2r dr dθ

= 2
∫ 1

0
r 3dr

∫ 2π

0
cos2θdθ

= π

2
.

Questão 2 Volumes de sólidos (cada item vale (2 pontos)):



(a) Determine o volume do sólido E delimitado pelo parabolóide z = 1−x2− y2 e pelo plano z =−3

Solução. O volume é dado pela integral tripla abaixo, onde D é o disco de centro na origem e
raio 2: ∫∫

D

(∫ 1−x2−y2

−3
d z

)
d xd y =

∫∫
D

(4−x2 − y2)d xd y

=
∫ 2π

0

∫ 2

0
(4− r 2)r dr dθ

= 8π .

(b) Determine o volume do sólido E interior à esfera x2+y2+z2 = 1 e interior ao cone z =√
x2 + y2.

Solução. Traduzindo a equação do cone z = √
x2 + y2 para coordenadas esféricas obtemos

φ= π

4
portanto, a região E pode ser descrita da seguinte forma: 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π e 0 ≤φ≤ π

4
.

Portanto, o volume procurado é igual a∫ 2π

0

∫ π/4

0

∫ 1

0
r 2senφdr dφdθ = 2π

∫ π/4

0
senφdφ

∫ 1

0
r 2dr = π

3
(2−p

2) .

Questão 3 (2 pontos) Calcule ∫∫∫
E

cos
[
(x2 + y2 + z2)3/2] d xd yd z ,

onde E é o sólido contido no primeiro octante, delimitado pela esfera de centro na origem e raio 1 e
pelos planos coordenados.

Solução.∫∫∫
E

cos
[
(x2 + y2 + z2)3/2] d xd yd z =

∫ π/2

0

∫ π/2

0

∫ 1

0
cos(r 3)r 2senφdr dφdθ = πsen1

6
.

2


