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1 Integrais improprias
A teoria de integracdo de Riemann cléssica é feita com base em duas hipoteses marcantes:

@ As fungoes sdo limitadas;

@ Os intervalos de integracao sao limitados.

O termo integral imprépria denota uma extensao do conceito padrao de integral de Riemann para
situacoes em que uma ou ambas hipéteses acima nao sao satisfeitas.

1.1 Primeiras ideias

Para iniciar a discussao, seja f : [a,00) — Ruma funcao tal que sua restricdo a qualquer intervalo [a, b],
b > a, seja integravel no sentido usual (e limitada). Assim, é natural nos perguntarmos se o limite

hmj fx)dx (1)
existe.

(o.e]
Definicao 1 Dada f como acima, dizemos que f € integrdvel em [a,o0) (ou que a integral f fx)dx
a

converge) se o limite (1) existe e € finito. Neste caso, definimos

f f(x)dx—hmff(x)dx
a

Outra situacao bastante comum ocorre quando temos uma funcao f : [a, b) — R tal que sua res-
tricdo a qualquer intervalo [a,c], a < ¢ < b, € integravel no sentido usual (e limitada). Como antes, é
natural nos perguntarmos se o limite

c
lim | f(x)dx )
c—b a
existe.!

Definicdo 2 Dizemos que uma tal f é integravel em [a, b) (ou que a integral f f(x)dx converge) se o
a

limite (2) existe e é finito. Neste caso, definimos

b c
f fx)dx = lim f fx)dx.
a c—b"Ja

1E possivel, por exemplo, termos nesta situacao que lim_. ;- f(x) = +oo.




Alguns textos usam a notacao f f(x)dx para sinalizar a impropriedade da integral em b. De
a

b
forma anéloga ao que fizemos acima, é possivel definirmos integrais impréprias do tipo f fx)dx
—0o0

e/ f+ f(x)dx. Deixamos este trabalho a cargo do leitor.
Dada f : R — R cuja restricdo a qualquer intervalo limitado seja integrdvel (e limitada), dizemos
que f é integrdvel em R se for integravel em (—oo,0] e em [0, 00) definimos

[e’s) 0 0
[ f(X)dxﬁf f(x)dx+f f(x)dx.
—0o oo 0

Ao longo do texto, diremos que uma fungdo estd no contexto de integracdo impropria quando satis-

fizer em seu contexto as hip6teses citadas acima. Por exemplo, f : [a,00) — R estd no contexto de

integracdo impropria se satisfaz as hipéteses descritas antes da defini¢do (1) e assim por diante.
Antes de prosseguirmos, vamos estudar alguns exemplos simples de convergéncia de integrais.

oo 1
f e Ydx==-.
0 t

b

Exemplo 3 Dado ¢ >0, temos que

De fato, temos que

_lpix

b
f e Mdx =
0

Exemplo 4 Dado a > 0, vamos analisar a convergéncia da integral

0 t r

foodx 3)
1 xe
Se a #1, temos

bdx [x-®1? pl-a_q

1 X l—a]l_ 1-a

Quando b — oo, a expressao acima tem limite se a > 1 e tem limite infinito se 0 < a < 1. No caso

a =1, temos

bd oo
f L Y mic
1 X

Portanto, a integral (3) diverge se 0 < a < 1 e converge para ] sea>1.
a —

Exemplo 5 Dado a > 0, vamos analisar a convergéncia da integral

Ldx
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Quando b — 0%, a expressdo acima tem limite se 0 < a < 1 e tem limite infinito se a > 1. Logo,

1
(4) converge para 1 se0<a<1edivergese a>1.
-

®© dx
Exemplo 6 Vamos provar que f = 7. De fato, temos que
oo 1+ X2
/"0 dx , b dx
= lim
0o 1+x? b—ooJo 1+ x?
= lim [arctan x]g

b—o0

. b4
= lim arctanb = —.
b—oo 2

0 dx o)
De forma anéloga, vemos que f 5 = /2, logo, f 5 = n/2+m/2=m.
—co 1+ X —c0 1+ Xx
Exemplo 7 Dado neN, tem-se
o0 _ n!
fo x"e dx = el (5)

De fato, dados b > 0 e n = 1, integrando por partes, temos

b n, —tx1b b
_ —x"e n o
f e Pdx = _— +—f x"le ™ dx
0 r o [rJo
bne—tb n b L
= - +—f x" e " dx
t tJo
b— nf* ., _
=0 7[ e gy,
0

o0 _ n o0 _ _ . .
logo, f x"e Hdx = p f x"le""™dx. Procedendo indutivamente e usando o exemplo (3), temos
0 0

que
oo _ n n—1 1 [ _ n!
f x"e Ydx=—- —f e Xdx = .
0 rt tJo g+l

Na proposicao abaixo, resumimos algumas propriedades aritméticas simples para integrais im-
proprias.

Proposicao 8 Dadas fungoes f, g : [a,00) — R, ambas no contexto de integracdo imprépria, sdo ver-
dadeiras as afirmacdes abaixo:

1. Se[ fx)dx ef g(x)dx convergem entdo, para qualquer a € R, aintegralf (af(x) + g(x)) dx
a

a a
converge e

f(af(x)ig(x))dx:af f(x)dxif gx)dx.
a a

a

2. f f(x)dx converge se e s0 se f f(x)dx converge para algum b > a.
a b



Prova. Para provar o primeiro item, basta observar que para qualquer b > a, tem-se

b b b
f(af(x)ig(x))dx:af f(x)dxirf gx)dx,

pois f, g sdo integraveis no sentido usual em [a, b]. Fazendo b — oo na igualdade acima, obtemos a
igualdade enunciada.
Para o segundo item, basta observar que dados quaisquer ¢ > b > a, temos

c b c
f f(x)dx:f f(x)dx+f fx)dx,
a a b

pois, por hipoétese, a restricdo de f a qualquer subintervalo limitado de [a,oc0) é integravel. Portanto,

o0 Cc [ee] (o]
existef fx)dx= limf f(x)dx seesose existe[ fx)dx = limf fx)dx.
a C—00 a b Cc—00 b
|

Deixamos a cargo do leitor enunciar e provar o resultado acima nos demais contextos de integra-
¢do impropria.

Observando os exemplos (3), (4), (5) e (6), vemos que eles ttm em comum o fato que os integran-
dos possuem primitivas conhecidas, o que simplificou bastante nossa vida... Entretanto, nem sempre
temos a mao primitivas simples, por isso, é importante termos disponiveis outros critérios que nos
permitam saber se determinada integral imprépria é convergente, mesmo que ndo seja possivel, a
primeira vista, calcula-la. O critério de Cauchy, que enunciaremos a seguir, é certamente o mais geral
neste sentido e tem diversas aplicacgoes.

Proposicao 9 (Critério de Cauchy) Dada f : [a,00) — R no contexto de integracdo improépria, sdao
equivalentes as afirmacoes a seguir:

(e o]
1. Aintegral f f(x)dx é convergente.
a

2. Para qualquer € > 0 existe A > a tal que para quaisquer ¢ > b > A tem-se <E€.

j:f(x)

y
Prova. O critério de Cauchy é consequéncia imediata do resultado a seguir, com F(y) = f fx)dx,
a

y>a. |

Lema 10 Seja F : [a,00) — R uma funcdo qualquer. Sao verdadeiras as afirmacoes a seguir.
1. Existe limy_. F(y).

2. Para qualquer € > 0 existe A > a tal que para quaisquer b,c > A tem-se |F(c) — F(b)| < €.

Prova. Selim,_, F(y) = L entdo dado € > 0, por defini¢do de limite, existe A > a tal que para
quaisquer y > Atem-se |F(y)—L| < €/2. Dados b, c > A, temos que |F(c)—F(b)| < |F(c)—L|+|L-F(b)| <
€/2+¢€/2 = ¢. Reciprocamente, se (2) é verificada, entao fixemos uma sequéncia {y,}, tal que y,, — co.
A hipétese (2) implica que a sequéncia {F(y,)}, é de Cauchy, portanto, existe L =lim, . F(y,).

Vamos provar que L independe de {y,},. De fato, se L' =lim,,_, F(z,) para outra sequéncia {z,},
z, —ooe L' #L,entdo tomando € = |L'—L|/3 > 0, obtemos A > a tal que b, c > A tem-se |F(c)— F(b)| <



IL—L'|/3 = e. Tomando N; € N tal que y,, > A e z,, > A para todo n > N, temos que |F(z,) — F(y,)| <
|L' — L|/3 para todo n > Nj. Entretanto, como L = lim,_.o, F(y,) e L' =1lim,_, F(z,), segue que existe
N, e N tal que |F(y,) — Ll <e=|L'-L|/3e|F(z,)—L'| <e=|L'-L|/3 para todo n > N,. Assim, se
n > max{Ny, No}, temos que

|IL—L'| < |L=F(yn)| +|F(yn) = F(zp)| +|F(2,) = L'| < IL=L'|/3+|L-L'/3+|L-L'|/3=|L-L'|,

uma contradicdo. Logo, L=L'.

Finalmente, basta provar que L = lim,_., F(y). De fato, se isto for falso, existem &£ > 0 e uma
sequéncia {wy},, w, — oo, tais que |F(w,) — L| = €, para todo n € N. Isto contradiz o0 que mostramos
no pardagrafo anterior. |

Deixamos a cargo do leitor enunciar e provar o critério de Cauchy para os demais contextos de
integracdo impropria.

Observacao 11 Outro contexto possivel de integracdo impropria ocorre quando temos uma funcao
f : (a,b) — R cuja restri¢do a cada subintervalo [@/,b'] < (a,b) é limitada e integravel. Neste caso,

diremos que f € integravel em (a, b) (ou que a integral f f(x)dx converge se para algum c € (a, b) as
a

c b
integrais f fx)dxe f f(x)dx convergem. Definimos, neste caso,
a Cc

b c b
ff(X)dxﬁf f(x)dx+f f(x)dx.

1.2 Funcoes positivas

Seja f : [a,00) — R uma funcdo no contexto de integracdo improépria positiva. Para analisar a con-
o0

vergéncia da integral f f(x)dx, devemos analisar o comportamento da funcdo F(b) = f (x)dx
quando b — co. Entretanto, como f é positiva, vemos que F € crescente, e portanto,

f(x)dx = hm F(b) =supF(b).

a b>a

Portanto, a integral converge se e s6 se existe uma constante C € R tal que F(b) < C, para todo b >
a. (Porque?) Isto prova o primeiro resultado de convergéncia de integrais impréprias para funcoes
positivas.

Proposicdo 12 Dada f como acima, sdo equivalentes as afirmacdes a seguir:

1. Aintegral f f(x)dx converge.
a

b
2. Existe C e Rtal quef f(x)dx < C paratodo b > a.
a

Corolério 13 (Critério de comparacao para funcoes positivas) Sejam f,g : [a,00) — R fung¢des po-
sitivas no contexto de integracdo imprépria e suponhamos que f(x) < g(x) para todo x = a. Sdo
verdadeiras as afirmacdes a seguir:



o0 o0
1. Se f g(x)dx converge entao f f(x)dx converge.
a a

2. Se f f(x)dx diverge entdo f g(x)dx diverge.
a a

Prova. De fato, dado qualquer b > a, temos que

b b 00
ff(x)dxsf g(x)dxsf gx)dx=C,

logo, o resultado decorre da proposicao (12).
|

O critério de comparacdo acima € especialmente ttil quando for facil conseguir estimativas rela-
cionando a funcao dada com outra funcdo de comportamento conhecido.

Exemplo 14 Vamos mostrar que a integral imprépria

(6)

foo 2x2+3x+1
0o 3x*+5x3+2x+1

é convergente. De fato, o integrando é uma funcao positiva em [0,00) e

00 - 2x2+3x+1 <2x2+3x+1 2 +1+ 1 . .
X) = < = — —_ _— = X),
3x4+5x3+2x+1 3x? 3x2 x3 3x4 §

para x > 0. Pelo exemplo (4) e pelo primeiro item da proposi¢ao (8), segue que J; f(x)dx converge.
Usando o segundo item da referida proposicao, concluimos que a integral (6) converge.

Exemplo 15 Neste exemplo, vamos tratar a mais famosa das integrais improprias:

+00 2
f e “dx. (7)

(e.0]

X

o0
. - . 2 —x?
Para analisar a convergéncia, pela paridade da fun¢do e ", basta provar que f e " dx converge.
0

-2 - - .
Para x > 1, temos que x* > x, portanto, 0 < e™* < e™*. Como [ e *dx converge, segue pelo cri-

o0
tério de comparacao para funcoes positivas e pelo segundo item da proposicao (8) que f e dx
converge. 0

H4 diversas maneiras de calcular o valor desta integral. Vamos descrever aqui uma delas. Consi-
(e .9]

deremos I}, = f e_xzdx, b > 0. Temos que

0
e s e )
0 0

b rb
ffe'xz_yzdxdy

0o Jo
ff e_xz_yzdxdy,

Qp

2
Ib



pelo teorema de Fubini, onde Qp denota o quadrado [0, b] x [0, b] no plano xy. Denotando por D;; =
{(x,y): X%+ y2 <R? g, y =0} o disco de raio R > 0 e centro (0,0) no primeiro quadrante, temos que
D; <Qp< D7 ., paratodo b> 0. Usando coordenadas polares,

V2’
n/2 pR
ff e_xz_yzdxdy:f f e_’zrdrdezz(l—e_Rz).
D} o Jo 4

Portanto,

Ta-e? :ff e‘xz_yzdxdysff e‘xz_yzdxdysff e_xz_yzdxdy: T —e2b,
4 D Qp D;\/i 4

Logo, para todo b > 0, temos
Ta-ePy<2<Za-e?
4 ThT g '

(e¢]

T
Fazendo b — oo, concluimos que f e_x2 dx = blim I, = %, logo,
0 —00

+00 2
f e Vdx=\n.

(o.0]

1.3 Convergéncia absoluta

Nesta secdo, vamos introduzir uma forma de convergéncia mais forte de integrais, que possui con-
sequéncias bastante interessantes.

Definicao 16 Dada f : [a,00) — R no contexto de integracdo impro6pria, dizemos que f é absoluta-
o0

mente integrdvel se f | f(x)|dx é convergente. As vezes, nos referimos a este fato dizendo que a
a

integral f f(x)dx converge absolutamente.
a

A definicao de convergéncia absoluta de integrais nos demais contextos de integracdo improépria
(intervalos [a, b), (a, b] e (—oo, b]) é andloga.

Dada uma func¢do f como na definicao (16), definimos as fung¢des f; = max{f,0} e f- = —min{f,0}.
Estas funcoes sao chamadas de parte positiva e parte negativa de f, respectivamente.

A proposicao abaixo contém algumas propriedades importantes destas funcoes.

Proposicao 17 As afirmacdes a seguir sdo verdadeiras:

1. fy=0e f-=0;

2. f=H-1
3. Ifl=Ff+ /s
4. fr=(f+IfDi2e fo=Uf1- N2

o

. f+ e f- também sdo funcdes no contexto de integracdo impropria.



Prova. Vamos provar a ultima afirmacdo. De fato, pela afirmacdo 4, segue que em cada inter-
valo limitado [a, b] os conjuntos Dy, ([a, b]) e Dy_([a, b]) de pontos de descontinuidade de f, e de f-,
respectivamente, estao contidos no conjunto D¢([a, b]) de pontos de descontinuidade de f em [a, b].
Como arestri¢do de f a [a, b] € integrével, segue que D¢([a, b]) tem medida nula, portanto, Dy, ([a, b])
e Dy ([a, b)) ttm medida nula. Isso implica que as restri¢oes de f. e f- a [a, b] sdo integraveis, logo f;
e f_ estdo no contexto de integracdo impropria. 1

Se f é absolutamente integrdvel, entdo |f| € integravel; como 0 < f. <|fleO0=< f_ <|fle f;, f-
sdo ndo-negativas e estdo no contexto de integracdo impropria, segue, pelo critério de comparacgao
para funcodes positivas que f, e f_ sdo integraveis em [a,00). Em particular, f = f, — f_ também é
integravel em [a,00). Isso prova o corolério a seguir.

Corolério 18 Se f é absolutamente integravel, entdo f é integravel.

Mais adiante, veremos que a reciproca deste coroldrio é falsa.?

O critério de comparacao para funcoes positivas € uma excelente ferramenta para provar a con-
vergéncia de integrais, entretanto, esbarra em um problema de ordem pratica: nem sempre é facil
conseguir desigualdades explicitas para fazer as comparacdes. As vezes, o melhor que conseguimos
é um palpite a respeito do comportamento assint6tico da fungao no infinito (ou perto do extremo do
intervalo). O critério de comparagdo que veremos a seguir fornece uma excelente ferramenta para
estes casos.

Proposicao 19 (Critério de comparacao no limite) Sejam f, g: [a,00) — R no contexto de integracao
improépria e suponhamos que
lim | fOI
x—o0 | g(x)]

Le (0,00).

o0 (0, 0)
Entdo, ou ambas as integrais f |f(x)|dx, f |g(x)|dx convergem ou ambas divergem.
a a

Prova. Fazendo € = L/2 na definicao de limite, obtemos A > a tal que

_£<M<L+£
2 gl 2

y

L 3L
para qualquer x > A. Disso, temos que Elg(x)l <|f(x)| < —lg(x)|, para todo x > A. Pelo critério de
comparacao para fungdes positivas e pelo segundo item da proposi¢ado (8), segue o resultado. 1

O resultado acima também é verdadeiro nos demais contextos de integracdo impropria.
Exemplo 20 Vamos provar que a integral
e’} 2
X“—XCcosx
f dx
0 2x*+In(1+x)+1

converge absolutamente. De fato, denotando o integrando por f(x), e escrevendo g(x) = 1/x2, temos
que

Ifl_ x*=xPcosx I-FF o1
lg(x)] 2x*+In(1+x)+1 2+l“(}c—1x’+ﬁ 2"

2Este é um resultado simples e marcante para a teoria de integracao de Riemann. Na teoria de integracao de Lebesgue,
por exemplo, uma funcao integravel é, por definicdo, absolutamente integravel.



o (gin 1B 0o p
Exemplo 21 Dados a > 1 e =0, as integrais do tipo f (sinx) dx, f Md x convergem ab-
1

1 x4
solutamente. Basta comparar os integrandos com g(x) = 1/x%.

xa

1
X
Exemplo 22 A integral impropria f —de converge (absolutamente). De fato, o integrando é
0 Vl1-x
continuo em [0,1) e tem limite igual a +oo quando x — oco. Portanto, basta analisar o que ocorre
X 1
préximo de x = 1. Pondo f(x) = ——— e g(x) = ———, temos que
V1-x3 V1-x
lim @ x/V1-x y X 1
im = lim ——= lim ——=—,
=1 gl x=17 1/y/1-x =1 V1+x+x2 V3

1

logo, a integral converge se e s6 se f dx converge. Fazendo y = 1 — x nesta ultima integral,

172vV1—-x

1 1/2
f dx = ﬂ
172V1-x 0o VY

Como a ultima integral converge, segue a conclusao.

temos

Exemplo 23 Neste exemplo, vamos provar que as integrais do tipo

®ginx
dx, 8)
o x¢
para 0 < a < 1 fixado, ndo convergem absolutamente.
L . sinx . sinx l—a .
Em primeiro lugar, se 0 < a < 1, temos que lim — = lim [— | -x =0, logo, o integrando
x—0t X x—0% X

é continuo em x = 0 (a integral ndao é imprépria na origem). O mesmo ocorre se @ = 1, pois neste

sinx
caso lim+ —— = 1. De fato, os zeros da funcao sinx em (0,00) sdo da forma kx, para k € N, k > 0.
x—0 X
Como sinx = 1/2, no intervalo [7/6,57/6], temos que |sinx| = 1/2 em cada subintervalo da forma

[k + /6, km + 57/6], para todo k > 0 inteiro (por que?). Portanto, para qualquer n € N,

n7T | sin x| n=l pk+D7 |gin x|
f dx = Zf dx
0 k

x¢ k=0Jkm x¢

n-1 pkn+5m/6 | sin x|
> = dx
k=0Ykn+71/6 X
1 n—lfkn'+57l/6 dx
2 j— R
2 k=0 km+m/6 x
1 n—1 1 kn+57/6
= - dx

2= (km)* Jkn+mi6
1 n-1 1 27 n.l—a’ n—-1 1
om® = k%3 3 ok

sin x

o0 1 (e 0]
Como a série Z T diverge (pois 0 < a < 1), segue que f — dx diverge. Veremos na préxima
k=0 0 X

secdo que (8) converge - este € um importante contraexemplo para demonstrar que reciproca do co-
rolario (18) é falsa.



1.4 O Critério de Dirichlet

Nesta secao abordaremos um critério de convergéncia bastante 1til, especialmente quando nao sao
verificadas as condi¢des que garantiriam convergéncia absoluta.

Proposicao 24 Sejam f,¢: [a,o0) — R fung¢des continuas e suponhamos que:

@ ¢ seja decrescente e limy_.o (x) = 0;

< C para quaisquer a< b < c.

[
f fx)dx
b

@ Existe uma constante C > 0 tal que

Entdo a integral f f(x)p(x)dx converge.
a

Prova. Vamos provar a afirmacao usando o Critério de Cauchy. Dado € > 0, seja A > a tal que
lp(x)| < e/C, se x > A. Fixados quaisquer b,c > A, b < ¢, pelo Teorema do Valor Médio para integrais,
existe ag € [b, c] tal que

[ c
Ub f@ex)dx| = |play)l fb fx)dx|<el/C-C=¢.
Pelo Critério de Cauchy, segue a afirmacao desejada.
1
s . ©sinx
Exemplo 25 Usando o critério de Dirichlet, vemos que f Fdx converge, se 0 < @ < 1. De fato,
0
[
tomando f(x) =sinx e ¢(x) = 1/x% temos que xlim px)=0e f f(x)dx| =|cosb—cosc| <2 para
—00 b

quaisquer ¢ > b > 0.

Exemplo 26 (Integrais de Fresnel) As integrais

f sin(xz)dx,f cos(x?)dx
0 0

sdo chamadas de Integrais de Fresnel. Veremos que ambas convergem (ndo absolutamente). Este é um
fato surpreendente, ja que o integrando ndo tende a zero quando x — oo, mas permanece oscilando
indefinidamente.

Na primeira integral, fazendo x? = u e fixando b > 0 qualquer, temos que

b 1 7 sinu
f sin(x?)dx = = du.
0

2Jo Vu

o0
Pelo exemplo anterior, concluimos que f sin(x*)dx converge (mas nao absolutamente). Uma argu-

o0

mentacao andloga mostra que f cos(x*)dx também converge.
0

Exemplo 27 Vamos estudar as integrais do tipo
o0
f x%sin(xP)dx,
0

10



1 1_
para @, 8 > 0. Fazendo a mudanca de varidvel u = xP, temos dx = B up du, logo

o0 1 [ sinu
f x%sin(xP)dx = —f —du,
0 BJo -

e esta ultima integral converge se “gl <1, ou seja, se a +1 < B. A convergéncia ndo é absoluta em
nenhum caso, pois o expoente do denominador é sempre menor que 1 (vide o exemplo (23).

Este exemplo mostra que é possivel que uma integral convirja mesmo que o integrando assuma
valores cada vez maiores quando x — oo.

1.5 Exercicios - Lista 1

1. Verifique se as integrais abaixo convergem, convergem absolutamente ou divergem, justifi-
cando suas respostas (a, > 0):

1 le’s) +00
(l)f Inxdx (Z)f e “sinxdx (3)[ cos(x%dx
0 0 —00
+o0 a o (sin x\? o x@
@) f e M dx (5) f (—) dx 6) f dx
—0o 0 X o 1+xB
00 \/x2 +2020In(1 + x) 0o © x+sinx+e ¥
7 d 8 9 d
( )f Vx +3x*+16 * ( )f x(Inx)® ( )fo xX2+x+1 .
o x3 - 2x%+2020 oo 1]
(10)fO o (11)[0 X% sin xdx (12)f ~d
13) foo x% —2sin(7x) dx (14)[1x_“(1—x)_ﬁdx (15) /'OO x3+cosx— 3dx
0o x*+3x2+In(1+x) 0 xt+x+1
00 00 in(3x -2 !
(16)f x%ePrdx (17)[ XXESINEr-2) (18)[ *%Inxdx
0 1 x>+5lnx+1 0
Ln(1 - % (Inx)*
(19)[ nd-x, (20)[ xsmf (21)f N0 1y
1+x 1 xP
1 1
(22) (23)[ InxIn(1 + x)dx (24)[ dx
0 0 Vx—x2

2. Classifique as afirmacoes abaixo em Verdadeiras ou Falsas, provando as verdadeiras e encon-
trando um contraexemplo para as falsas:

@® Se f f(x)dx é convergente entao %im flx)=
a —00
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@ Sef>0 ef f(x)dx é convergente entao );im fx)=0.
a —00

o0
@ Se f >0 é decrescente e f f(x)dx é convergente entao xlim fx)=0.
a —00
@ Se existe gim xf(x) e para um certo b > a > 0 existem C > 0 e a > 2 tais que | f'(x)| < C/x*
—00

para todo x > b entdo f f(x)dx converge.
a

3. (A Trombeta de Gabriel) Para este exercicio, precisamos lembrar dois fatos simples de Calculo
I, que descrevemos a seguir. Seja f : [a, b] — R uma func¢do continua positiva e S é a superficie
obtida rotacionando o gréfico de f em torno do eixo x, entao:

b
(@) O volume do soélido delimitado por S (e pelos planos y=aey=bé nf f(x)zdx;
a

b
(b) A area de superficie de S é 271[ (X)\/1+ f'(x)%dx.
p ) F1+f

Considere a funcao f(x) = 1/x, x > 1 e asuperficie S obtida por rotacao do grafico de f em torno
do eixo x.

@® Mostre que o volume do sélido (infinito) delimitado por S é igual a 7.
@ Mostre que a integral que representa a area de superficie de S é divergente.

@ Voceé consegue explicar o paradoxo abaixo?

Com pouco mais de 3 litros de tinta podemos "encher"a parte de dentro de S, mas nenhuma
quantidade de tinta é suficiente para pintar S.

O nome Trombeta de Gabriel foi dado a superficie S pelo matematico italiano Evangelista
Toricelli no século XVII e se refere a trombeta que o referido anjo tocard no Dia do Juizo
Final, de acordo com a tradicao crista.

4. (Fun¢dao Gamma) Definimos a Fung¢do Gamma por
o0
T'(x)= f e 't* lde,
0
para qualquer x > 0.

@ Mostre que I' é bem definida e use integracao por partes para mostrar que I'(x+1) = xI'(x).
Em particular, I'(n) = (n—1)!, para todo n € N.

@ Use o item anterior para mostrar que € possivel estender de maneira coerente a funcdo I
paratodo xe R, x # -1,-2,-3,....

o0

® Mostre que I'(x) = 2] e s s 145 para todo x > 0.
0

5. (Funcdo Beta) Dados x, y > 0, a Fungdo Beta de Euler é definida por

1
B(x,y)if i1 -nrtdz.
0
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@® Mostre que B é bem definida e B(x, y) = B(y, x), para todos x, y > 0.

X Y
@ Most B(x+1,y)=B(x,y)- B(x,y+1)=B(x,y)-
ostre que B(x+1, y) = B(x, y) x+ye (x,y+1) =B(x,y) Xty

der a funcao B a qualquer par (x, y), exceto quando x ou y forem iguaisa —-1,-2,-3,....

, 0 que nos permite esten-

® Fazendo a mudanca de varidvel ¢ = sin? @, mostre que
/2
B(x,y) = 2[ (sin®)>* 1 (cos)*’1de.
0

Nesta ultima integral, fazendo a mudancga ¢ = tan 6, mostre que

00 ux—l
B(x,y) = _
(x,y) fo T

. 2y 92— -
@ Integrando a funcdo f(f,u) =e 74 2142V~ no quadrante > + u> < R*>, t=0,u=0e
comparando com a integral em quadrados inscritos e circunscritos, conclua que

F'(xX)I'(y)

Bl y) = Fx+y)

® Mostre que
Vval(n+1/2) 1-3-...2n-Dn

2I'(n+1) 2:4-...2n) 2

)

/2
f (sinx)*"dx =
0

0 2'(n+3/2) 1-3-...2n+1)2

2 Integrais dependendo de um parametro

Uma técnica matemadtica bastante comum para resolver problemas consiste em complicar para facili-
tar. Por exemplo, temos um problema de geometria plana que estamos com dificuldade para resolver.
Entdo, transformamos o problema original em um problema de geometria espacial (que possivel-
mente seja até mais dificil), mas que pode ser resolvido em um ambiente mais espagoso. Com alguma
sorte, resolvemos este novo problema aparentemente mais dificil e obtemos a solu¢do do primeiro
problema como corolério. Este tipo de situacao é comum e funciona bem em muitos casos.

No nosso caso, vamos agora estudar integrais (no sentido usual e também improéprias) que de-
pendem de um parametro. Isso parece mais complicado do que estudar uma unica integral (como
fizemos na secdo anterior), mas, em contrapartida, nos fornece um excelente conjunto de novas téc-
nicas, que nos permitem inclusive calcular diversas integrais impréprias.

2.1 Primeiros conceitos

Consideremos uma fungao f: IxJ =R, f = f(x, ), com I, ] intervalos. Vamos admitir que o intervalo
I seja de um dos tipos considerados na se¢do anterior: (a, bl, [a, b), [a,o0), (—oo, b] ou (—o0,00) e que
para cada f € J, a funcdo x — f(x, t) seja integravel em I. Podemos entdo considerar a funcao

F( = f Flx, 0dx, 9)
I
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definida para todo ¢ € I. Na equacao (9), usamos a notacdo [; para denotar a integral sobre o intervalo
I, qualquer que seja o caso. Esta integral pode ser uma integral no sentido usual (por exemplo, quando
f é uma funcdo continua e limitada) ou uma integral imprépria. Nesta sec¢do, as letras I, ] sempre
denotarao intervalos, sendo que I é de um dos tipos acima.

Definicao 28 A funcdo F é chamada de integral a um parametro.

Exemplo 29 A funcdo f(x,1t) = e~ x€eR, t >0, satisfaz as condicoes requeridas para que

+00 +00 2
F(t):f f(x, t)dx:f e dx,

(e, 0]

seja uma integral a um parametro. Fazendo a mudanca de varidvel y = Vtx e usando o exemplo (15),

/5
vemos que F(f) = ?, t>0.

Exemplo 30 A funcao
[ _yysinx
F(t) = e t——dx, t=0
0 X

também define uma integral a um parametro, pois a integral acima converge para qualquer ¢ = 0. De
fato, para t = 0, a convergéncia segue do critério de Dirichlet. Para ¢ > 0, como

—tx

_..sinx
'e rx < , XER,

X

a integral converge absolutamente, pelo critério de comparacgao.

Exemplo 31 As funcoes I e B dadas por

I'(x) :f e 't ldrt
0

1
B(x,y) = f Tl -nrtde
0
(conforme os exercicios (4) e (5) da secao anterior) também definem integrais a um parametro.

Exemplo 32 De acordo com o exemplo , temos que

0o 1
F(t)ﬁf e Ydx==,
0 t

para qualquer ¢ > 0 (de acordo com o exemplo (3)). A integral acima também define uma integral a
um parametro. Como o resultado é uma funcao diferencidvel em ¢, é de se esperar que a derivada em
t possa ser calculada a partir da expressao que define F. Integrando por partes a expressao abaixo,

vemos que
o) —tx 1 X—00 oo ,— X
_ e e 1
f —xe Ydx=|x ] —f dx=-=.
0 t x=0 0

t 2
d > oo o)
F'(t)=—f e_[xdx:f —e_txdx:f —xe Ydx,
dt 0 0 dt 0
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ou seja, a operacao de derivacdo em t comutou com a integracdo em x. Iterando os cédlculos que
fizemos acima, temos que as derivadas de ordem superior de F tém a expressao

F () :f (-D"x"e Fdx = (-1)"nlt ™",
0
para qualquer n € N.

Exemplo 33 A funcao

F([):f‘x’ sin(zx) dx,
0 X

definida para t € R também define uma integral a um parametro (pelo critério de Dirichlet). Fazendo a
*° sin

mudanca de varidveis y = tx, vemos que F(f) = f —yd y = C (veremos mais adiante que C = 7/2).

o Yy

Portanto, F'(t) =0, t € R, mas derivando sob o sinal de integral, obtemos a integral

f cos(tx)dx
0

que nao converge (por que?).

2.2 Convergéncia uniforme

Analisando os exemplos (32) e (33), podemos nos perguntar se é possivel garantir que os calculos que
fizemos no exemplo (32) sejam verdadeiros em geral. De forma mais direta, a questao é: Sob quais
hipoteses podemos derivar sob sinal de integral? Para responder esta e outras questdes relacionadas,
surge o conceito de convergéncia uniforme para integrais a um pardmetro, descrito a seguir separa-
damente em dois contextos de integracdo impropria.

Definicao 34 Seja
F(t):f fx,ndx, te], (10)
a

uma integral a um parametro. Dizemos que F converge uniformemente em J se dado € > 0 existe A >0
tal que

<é&

b
‘F(z‘)—f fx,0)dx

= ‘f f(x,0)dx
b
paratodos b> Aete].

O primeiro critério para convergéncia uniforme é o Critério de Cauchy. Embora ndo seja um cri-
tério de facil aplicacao pratica, este critério tem bastante aplicabilidade tedrica.

Proposicao 35 (Critério de Cauchy) As afirmagdes abaixo a respeito da integral a um parametro (17)
sdo equivalentes:

1. (17) converge uniformemente em J;

2. Dado € >0, existe A > a tal que para quaisquerc>b> Aete€ J, tem-se <E.

/ flx, t)dx
b

Prova. A prova desta proposicado é consequéncia imediata do lema a seguir, cuja prova, andloga
a prova do lema (36), é deixada como exercicio. |
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Lema 36 Seja g:[a,00) x ] — R uma func¢do qualquer. Sdo verdadeiras as afirmacoes a seguir.
1. Existe G:J — R com a seguinte propriedade: para qualquer € > 0 existe A > a tal que
lg(b, 1) - G(1)| <€,
paratodosb> Aete ], ie, Iali_{gog(b, t) = G(t), uniformemente para t € J.

2. Para qualquer € > 0 existe A > a tal que para quaisquer b, c > A tem-se |g(c, t) — g(b, t)| < €, para
qualquer ¢ € J.

Deixamos a cargo do leitor definir convergéncia uniforme e enunciar o Critério de Cauchy nos
demais contextos de integracdo impropria.

Vamos agora discutir critérios que nos permitam decidir se uma integral a um parametro con-
verge uniformemente. O critério mais simples (e forte) para convergéncia uniforme é o M-Teste de
Weierstrass, que enunciamos a seguir.

Proposicao 37 (M-Teste de Weierstrass) Sejam f:Ix ] —Re
F(t)iff(x, fdx (11)
I

a integral a um parametro correspondente. Suponhamos que exista uma funcao g : I — R positiva e
integrdvel tal que | f (x,t)| < g(x), x€ I, t € ]J. Entao, (11) converge absoluta e uniformemente.

Prova. Vamos assumir que I = [a,00) (0s outros casos sdo andlogos). Dado € > 0, como g é integravel,
o0
pelo critério de Cauchy, existe A > a tal que f g(x)dx < € paratodo b > A. Portanto, para quaisquer
b

b>Aete ], temos

b
‘F(t)—f f(x,t)dx

sf If(x,t)ldxsf gx)dx<e,
b b

mostrando que (11) converge absoluta e uniformemente em J. 1

Exemplo 38 A integral a um parametro
o0
F(p) :f e Ysinxdx, t>0,
0

converge em (0,00). A convergéncia € uniforme e absoluta em cada intervalo da forma [, o), para
a > 0. De fato, para qualquer ¢t = a,

ax

le”™sinx|<e ™, x=0,

portanto, basta aplicar o M-teste com g(x) = e~ **. Uma conclusio inteiramente andloga vale para as
integrais a um parametro do tipo

o0
Gn(z‘):f x"e sinxdx, t>0.
0

Integrando por partes duas vezes a expressao que define F, vemos que F(f) = . para todo ¢ > 0.

+ 12
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Exemplo 39 A integral a um parametro

0o t
F(If): de’ I€R,
2
o l+x

1
=< )
1+ x2

cos(tx)

converge absoluta e uniformemente em R. De fato, como T 2
+x

x € R, o resultado segue

do M-teste de Weierstrass.

Exemplo 40 A integral a um parametro que define a funcdao I
o0
()= f e *x"ldx,
0

converge absoluta e uniformemente em cada intervalo da forma [0, a], para qualquer a > 0. De fato,
se t € [0,al], entdo e *x'"!| < e7*x%"!. Como esta tltima funcio é integravel em [0,00) (por que?), o
resultado segue do M-teste de Weierstrass.

O segundo critério que veremos sobre convergéncia uniforme é uma extensao do Critério de Diri-
chlet para convergéncia de integrais.

Proposicao 41 (Critério de Dirichlet) Sejam f,¢: [a,c0) x ] — R funcdes continuas tais que:

@ Paracada € J, ¢(-, t) é decrescente e limy_.o ¢(x, t) = 0 uniformementeem t € J;

@ Existe uma constante C > 0 tal que < Cparaquaisquera<b<cete].

f f(x,t)dx
b

o0
Entdo a integral f f(x, He(x, t)dx converge uniformemente em J.
a

Prova. Fixado € > 0, tomemos A > a tal que |¢p(x, )| < &/C para todos x = A e t € J. Portanto,
dados t € J e ¢ > b > A, pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, obtemos para cada t € ] um
ponto ay(t) € [b, c] tal que

C [
f flx, Delx, dx| = |p(ap(t), 1)l U flx,ndx| < (e/C)C=€.
b b
O resultado segue pelo Critério de Cauchy (35).
1
Exemplo 42 Consideremos a integral a um parametro
oo .
F(1) :f e "t gy, t20. (12)
0 X
c
Tomando f(t,x) =sinx e ¢(t, x) = e '*/x, temos que f sinxdx| <2 paratodos ¢ > b > 0. Além disso,
b
(-, t) é decrescente (por que?) e
—Ix 1
t, = <-,
lp(2, )| P

portanto lim,—_., ¢ (x, t) = 0 uniformemente em J (por que?). Portanto, (12) converge uniformemente
em [0,00).

17



2.3 Derivacao sob sinal de integral

A primeira e mais simples consequéncia do conceito de convergéncia uniforme é descrita na propo-
sicao abaixo.

Proposicao 43 Se f:1x J — R é continua entdo a integral a um paramétro

F(p) iff(x, fdx
I

é continua em J.

Prova. Vamos provar este resultado na situacao I = [a,00) (0s demais casos sdo anélogos). Dado

foof(x, t)dx
A

€ > 0, por convergéncia uniforme, existe A > a tal que < €/4 para todo t € J. Fixados

L,y € J temos

|F(t) — F(to)]

foof(x, t)dx—foof(x, to)dx

IA

+ +

A
f (f(x,0)—f(x, t0))dx

fmf(x, Hdx foof(x, to)dx
A A

+e/2.

A
< f (Fx, O — f(x, fo))dx

Usando a compacidade do intervalo [a, A], vemos que existe 6 > 0tal quese t € J e |t — ty| <, entdo
| f(x,0)— f(x,t0)| <e/2(A—a) para todo x € |a, A]. (Veja a obsevacao (44) Portanto, se |t —ty| < §, temos

que
A

|F(t) — F(ty)] sf [f(x,0)— f(x,tp)dx|+el/2<el2(A-a)(A—a)+e/2=¢,

a

provando a continuidade de F em ¢ = f. 1

Observacao 44 Vamos justificar a afirmacdo feita na proposicdo anterior. De fato, se a afirmacao
fosse falsa, obteriamos uma sequéncia {(x;;, t;n)}m=1 €m [a, A] x J tal que £, — fp e

If(xmx tm) _f(xm; to)|=€/2(A-a)

para todo m € N. Passando a uma subsequéncia, se necessdrio, podemos supor que x,, — X € [a, Al.
Logo, pela continuidade de f, temos que

el2(A—a) < n%EI})OIf(xm, tm) — [ (xm, to)| = | f (x0, to) — f(x0, 20)| =0,

um absurdo.

Vamos agora provar um resultado sobre derivacdo sob o sinal de integral no caso de intervalos
limitados. Nossa intencdo é estender este resultado e seu coroldrio para integrais impréprias.

Proposicao 45 (Regra de Leibniz) Seja g : [a,b] x ] — R, g = g(x, ), uma funcao continua tal que

g = a—i, a derivada parcial em relacgdo a ¢, existe e é continua em J. Considerando

b
F(t)ﬁf glx,ndx, te],
a
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a integral a um parametro correspondente a g, temos que F € diferenciavel e

b
F'(t):f g:(x,dx, te].
a

d (b bog
Ou seja, — Ndx= | —(x,0)dx.
u seja dtfa glx,dx fa at(x )dx

Prova. N3do hda perda de generalidade em supormos que J é um intervalo compacto contendo ¢
em seu interior (por que?). Temos que

_ b b _
F(t+h) Fm_f 2,05, 1 f (g(x,t+ h)—g(x,1t)
h a a h

-g:(x,0)|dx

b
f (g¢(x,é(x, h, 1)) — g¢(x, 1)) dx, pelo Teorema do Valor Médio,
a

onde ¢(x, h, t) € um ponto entre ¢ e £+ h. Como g; é uma funcdo continua no compacto [a, b] x ],
entdo g; é uniformemente continua. Em particular, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que se |s — t| < 6 entdo
lg:(x,s) — g:(x,1)| < e/(b— a) para todos x € [a,b] e s,t € J. Disso, segue que se |h| < §, entdo |t —
¢(x,h, 1) <|h|l<d,logo

F(t+h)—F(t) b
_— —f g:(x,1)
h a

£

b
Sf Igt(x,é(x,h,t))—gt(x,t)Idxsb (b-a)=¢,
a

-a
como queriamos. 1

Vamos agora estender a proposi¢do (45) para o caso de integrais imprdéprias.

Proposicao 46 Seja f : I x ] — R uma funcdo continua tal que f; seja continua. Suponhamos que a
integral a um parametro

F(t) :f[f(x, Hdx, te],
esteja bem definida e que a integral a um parametro

G(1) :flft(x, Ndx, te], (13)
esteja bem definida e convirja uniformemente. Entao F é diferencidvel e F'(t) = G(t), t € J. De forma

d 0
explicita, Ef;f(x’ t)dx:fla—];(x, fdx, te].

fo
Prova. Vamos mostrar que, para quaisquer ¢, fp € J, temos F(t) = F(fp) + f G(s)ds; como G é
t

continua, segue do Teorema Fundamental do Célculo que F' = G.
Facamos no caso I = [a,00). Para cada n € N, n > a, consideremos

n
Fn(t):f flx,dx, te].
a

Evidentemente, F,(f) — F(f) para cada ¢ € J fixado. Pela proposicdo (43), temos que cada F,, é
continua. Fixados ty, f € ], pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, segue que

t
Fn(z):Fn(t0)+f Fl(s)ds, n>a. (14)

Ip
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n o0
Pela proposicao (45), temos que F,'l(s) :f fi(x,s)dx, s € ], e portanto, IF,’i(s)—G(s)I = ‘f fi(x,8)dx
a n

Assim, pela convergéncia uniforme de (13), dado € > 0 existe N € N, N > q, tal que |F),(s) — G(s)| <
el|t—tyl, paratodos n > N, s € J. Em particular,

t t
f F (s)ds— | G(s)ds

o I

t
sf |F),(s)— G(s)|ds <
to |t_t0|

|t_t0|:£)

t t

se n > N. Isso mostra que f F (s)ds o f G(s)ds. Fazendo n — oo na igualdade (14) (e mantendo
to to

t, ty € ] fixados), temos que

t
F(H)=F(ty) + | G(s)ds.
fo

Como ¢ € arbitrario e G é continua, segue, pelo Teorema Fundamental do Célculo que G(t) = F'(1),
te]. |

Deixamos a cargo do leitor enunciar e provar as proposi¢oes (43) e (46) nos demais contextos de
integracdo impropria.
Exemplo 47 Consideremos a integral a um parametro do exemplo (42),
o0 sinx
F(1) :f e"——dx, t=0. (15)
0 X

Vimos que esta integral converge uniformemente para ¢ € [0,00), portanto, F é continua neste inter-
valo. Além disso, como a integral a um parametro

1
1+ 12

também converge uniformemente em cada intervalo da forma [a,00), para cada a > 0, segue, pela

[e.0]
f e Ysinxdx =
0

1
proposicdo (46), que F'(t) = i para todo ¢ > 0. Em particular,
F(t)=—-arctant+C, t=0. (16)
*°sinx ® _ix 1
Fazendo ¢ = 0, temos que C = F(0) = ——dx. Como |F(p)| < e dx < p fazendo t — oo na
X 0

0
equacao (16), segue que C = /2. Logo,

foo sinx =&
0 X 2

Exemplo 48 Consideremos a integral a um parametro
o0 2
F(1) :f e ¥ cos(tx)dx, teR.
0
Como Ie_)62 cos(2tx)| < e_xz, x,t € R, segue, pelo M-Teste que F converge uniformemente em R. Fa-

zendo estimativas semelhantes, aplicando a proposi¢do (46) e integrando por partes, concluimos que

oo

Fl(t) = - f 2xe* sin(rx)dx = —2¢ f e~ cos(2tx)dx = —21F(1).
0

0
vz

Como F(0) = 5

(pelo exemplo (15)), segue que F(f) = ge_tz, ou seja,

oo T
f e cos(2tx)dx = %e_tz, teR.
0
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Exemplo 49 Fixado a > 0, consideremos a integral a um parametro
sin(fx)
F(r) = ————-dx, teR.
(0 fo x(x? + a?)
Pelo M-Teste, F converge uniformemente em R. Pelo exemplo (39) e pela proposicao (46), segue que
© cos(tx
F'(1) = f N 1y, teR.
0 X“t+a

o0
X
Pelo Critério de Dirichlet, a integral f sin(tx)ﬁdx converge uniformemente, portanto, nova-
xX*+a

mente pela proposicado (46), temos

" o0 . X
F'(t)=- sm(tx)—2+ de, reR.
0 X a

O q1 t
sin(x) dx = _g, Como as solucdes da equacao diferencial

Disso, vemos que F”(t) — a®F(t) = —f
0 X

homogénea y” — a?y = 0 sdo da forma y(t) = C1e% + C,e % e yp(t) = n/2a? é uma solucéo particular
da equacdo y" — a’y = —m/2, segue que F deve ser da forma

F(t)=Cie® + Cre ™ + /24>,
oo 1 T
Como F(0)=0¢e F'(0 :f ———dx=—, segue que
© © 0o X2+a? 2a sueq
Ci+Co+ml2a®> = 0
aCi—aC, = -m/2 "’

portanto C; = 0 e C, = —7/2a?. Assim, concluimos que

foo sin(zx) W g T 7T (1-e), teR
0 ’ '

—  dx=———e M4 =
x(x2+ a?) 2a? 2a2  2a?

Exemplo 50 Segue do exemplo anterior que, para todo f € R,

% cos(tx) T
f ——dx=—e "
0o XxX“+a 2a

® xsin(tx) T _
f g dx=ge
0 X“+a 2

oo
Exemplo 51 Usando o exemplo (29) e o fato que as integrais da forma f xe™ % dx convergem uni-

0
formemente em cada intervalo da forma [, 00), para qualquer a > 0 (por que?), segue da proposicao
(46) que

o0 3. . — |
on —t2 5. 1:3-..-@n-1Dvr _ (2n)!
ﬁ xe dx= on 7 T 92n+l1 \/E’

paratodo neN.
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2.4 Mudanca na ordem de integracao

Nesta secdo, vamos verificar se e quando € possivel reverter a ordem de integracdo para integrais
improprias. Este € um tema muito interessante e delicado que possui diversas aplicacdes muito inte-
ressantes.

Comecemos estudando o caso mais simples, que é uma consequéncia direta da proposicao (45).

Proposicao 52 (Teorema de Fubini) Se £ : [a, b] x [c¢, d] — R é uma funcdo continua, entao

b rd d pb
f f h(x, t)dtdx:f f hix,t)dxdt.
a Jce C a

u rd d
Prova. Consideremosafuncao ¢(u) = f f h(x, H)dtdx, ue€ [a,b]. Definindo k(x) = f hix, Hdrt,
a C C

u

x € [a, b], temos que k é continua (por que?) e ¢(u) = f k(x)dx, portanto, pelo Teorema Fundamen-
tal do Célculo, ¢ é diferencidvel e ¢

d
¢ () = k(u) :f h(u,t)dt, x€[a,b].
c

d ru u
Consideremos também a funcdo y(u) = f f h(x,t)dxdt, u e [a,b]. Escrevendo g(u, t) = f h(x,t)dx,
c a a

d
temos que ¥ (u) = f gu,t)dte gu(u,t) = h(u,t) (pelacontinuidade de h), logo, g, é continua, e, por-

Cc
tanto, pela proposicdo anterior, temos que v € diferenciavel e

d d
' (u) :f gulu, t)dt:f h(u,n)dt=¢' (1), uela,bl.
Cc c

Como ¢(a) =y(a) =0, segue que ¢ = . Isso prova o coroldrio. |

A primeira extensdo que faremos do resultado acima para integrais improprias serd tratada na
préxima proposicdo e mostra a importancia do conceito de convergéncia uniforme de integrais.

Proposicao 53 Seja f :[a,00) x ] — R continua e

F(t)ifmf(x,t)dx, te], (17)

a integral a um parametro correspondente. Vamos assumir que (17) convirja uniformemente. Entao,

oo rf
F(t)dt:fff(x,t)dtdx,ouseja,
a a

B oo oo rf
ff f(x,t)dxdt:f f fx, D)dtdx. (18)
adJda a a

Prova. Pela convergéncia uniforme, dado € > 0, existe A > a tal que

B
dado [a, B] < ], temos quef

a

b
f fx,)dx—F(t)|<el(f—a)
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para todo b > A. Portanto, pela proposicao (52), segue que se b > A,

B B rb B
t)dtdx—f F(t)dt‘ f f(x,t)dxdt—f F(t)dt‘

B rb
(f f(x, t)dx—F(t))dt’
a a
fﬁ
< —( a)=c¢.
P-a -

IA

b
f f(x,t)dx—F(t)’dt

oo rf B
Portanto, f f flx, ndtdx = 11m f(x, Hdtdx = f F(pdt. |
a a

aJa
A inversdo de ordem em integrais impréprias arbitrarias é bastante perigosa, conforme veremos
no exemplo a seguir.

. X—1 o
Exemplo 54 Consideremos f(x,t) = G x,t = 1. Fazendo a mudanca de varidveis u = x + t,
X
x® x-t 1
temos que dx= , portanto,
1 (x+13 1+¢2
© dt /2
[ 2= [
(x+ If)s 1 1+ 4

-t
Por outro lado, fazendo v = x + ¢, temos que / sdt=—-———,
1 (x+1) 1+¢

ffo" x—t f"o dt 7T
dtdx = - =——.
(x+1)3 1 14122 4

Vamos a seguir encontrar condi¢des que nos permitam reverter a ordem de integracdo em geral.

Proposicao 55 Seja [ :[a,00) x [a,00) — R uma funcdo ndo-negativa para a qual sejam verdadeiras as
afirmacoes abaixo:

1.
B oo oo rp
ff f(x,t)dxdt:f f fx,t)dtdx, paratodo > «; (19)
aJa a a

oo pb b poo
f f f(x,t)dxdt :f f f(x,t)dtdx, paratodo b> a. (20)
a a aJa

(e elyclee) [e.olyglee]
Entdo, se uma das integrais f f f(x,0)dxdt, f f f(x,t)dtdx converge entdo a outra tam-
a a a a

bém converge e ambas sao iguais.
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o0 L0
Prova. Vamos assumir que f f f(x,t)dxdt converge. Como f é ndo-negativa, temos f flx,0dx <
a a a

f f(x, t)dx, para qualquer b > a. Integrando esta desigualdade, temos
a

ff fx,ndtdx = fff(x,t)dxdt<ff fx,0)dxdt=C, b>a.

Pela proposic¢ado (12), segue quef f f(x,t)dtdx converge e é <f f f(x,t)dxdzt.

Ando-negatividade de f também implica que, para qualquer 8 > a, temos f flx,ndt < f f(x,0dt.
a a

Integrando esta desigualdade, segue que

B roo oo rp 00 00
f f f(x, t)dxdt:f f f(x, t)dtdxsf f fx, t)dxdt,
adJa a a a a

paratodo f > a. Novamente, pela proposicao (12), segue quef f flx,t)dxdt < f f flx, dxdt,
a a a a

provando a igualdade, como queriamos.

|

Corolério 56 Seja f :[a,00) x [a,00) — R para a qual sdo verificadas as equacoes (19) e (20). Se
f f |f(x,0)ldxdt 21

a a
[eelyilee) (e elyglee]
converge, entdo ambas as integrais f f flx,pdxdte f f f(x,t)dtdx convergem e
a a a a
f f f(x,t)dxdt:f f flx,t)dtdx. (22)
a a a a

Prova. Como (21) converge, decompondo | f| = f; + f- como na secao (1.3), segue (pelo critério
(e olyglee)

de comparacdo) que ambas as integrais f+(x,t)dxdt convergem. Como f = f} — f_, segue que
a a

f f f(x,t)dxdt converge. Pela proposicao (55), concluimos que f f f(x,t)dtdx converge e é
a a a a

verificada a equacao (22).
Corolério 57 Seja f :[a,00) x [a,00) — R tal que ambas as integrais

foof(x, Ndx, t=a, (23)

f fx,0dt, x=a, (24)
a

o0
convergem uniformemente. Entao, se f f |f(x,0)|dxdt ou f f |f(x,t)|dtdx converge, temos

que as integrais f f flx,pdxdte f f f(x, t)dtdx convergem e vale (22).
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Prova. De fato, a convergéncia uniforme de (23) e (24) implicam, pela proposicdo (53), que as
equacgoes (19) e (20) sao verificadas. Pelo corolério anterior, segue a conclusao. |

Corolério 58 Seja f : [a,00) x [a,00) — R continua e suponhamos que existam fun¢des ndo-negativas
@ :la,00) - Rewy:[ao00) — R (ambas no contexto de integracdo impropria) tais que |f(x, )| <
@(x)w(t), paratodos x = a e t = a. Se as integrais

foogo(x)dx, foot//(t)dt

a a

convergem entdo ambas as integrais f f fx,0)dxdt e f f f(x,t)dtdx convergem e vale a
igualdade (22). © e “e

Prova. De fato, fixado f > a, temos que |f(x, f)| < Cp(x), x € [a,00), onde C = sup y(t). Pelo
tela,fl
o0
M-teste de Weierstrass, segue que a integral f f(x, t)dx converge uniformemente para ¢ € [a, ].

a
Pela proposicao (53), segue que a equacao (19) é verificada para todo § > a. De forma inteiramente
andloga, podemos verificar que a equacao (20) também é verificada para todo b > a. Como

ff If(x,t)ldtdxsff (p(x)w(t)dtdxz(f (p(x)dx)(f w(t)dt)
a a a a a a

podemos entao aplicar o coroldrio (56) e obter a conclusdo desejada. 1

*© 1
Exemplo 59 Temos que a integral a um parametro F(f) = f e Ydx = p converge uniformemente

0
em cada intervalo [«@,00), para todo a > 0 (por que?). Portanto, pela proposicao (53), para quaisquer
p > a >0 temos

ln(ﬁ) = ﬂﬂ

a [
B oo
f f e Xdxdt
a JO
co rp
f f e dtdx
0 a

o0 ,—ax -Px
e —-e
L[ty
0 X

o o Ne

Exemplo 60 Neste exemplo, vamos dar uma prova diferente para a igualdade e dx=-—.De-

. . . —_ 2 2 .
notemos o valor desta tltima integral por I e consideremos f(x, y) = xe ™ 1*7) definida para x > a >

0e t=0. Temos que
—x2 —x2t2 —x2 —a2t2
x,y) = (xe e sxe " -e
=px) =y

)

portanto, as hipoteses do coroldrio (58) estdo verificadas (ou seja, podemos comutar a ordem de inte-

gracdo para f). Como
—a?(1+1?)

foo xe ¥ gy = e
a 2(1+ 12)
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integrando em t de zero a infinito e invertendo a ordem de integracao temos

2 2 42
e—a ooe—at o0 5 o0 2.0
dt:f e_xf xe " Vdxdt.

Fazendo a mudanca de varidvel y = tx na dltima integral, obtemos

2.2
ooe—at az )
fo 1+t2dt:2€ I°.

T © dt
Fazendo a — 0" na igualdade acima (veja o exercicio (8)), concluimos que — = f =217 por-

VT

tanto, ] = —.
2

2.5 Exercicios - Lista 2

1. Verifique se as integrais a um parametro abaixo sao uniformemente convergentes nos dominios
indicados:

% cos(tx3
o [P
0 1+ x2

+00
®f cos(tx) dx, £ #0

o X2+12

+00 gin2(tx)
® f ﬁdx,ltlza,a>0ﬁxado
—co X+ T

o "I 4y, pen
0 X
o0 222 t
@f wdx,te[R
—00 X

© 2 2
@f e 2dx, t>0
0

o0

@f e “cos(tx)dx, teR
0
© r e i

f —Zex 2dx, t>0
0o X

2. Verifique para quais integrais a um parametro do exercicio anterior é possivel derivar sob o sinal
da integral.

3. Justifique todas as afirmac¢des deixadas como exercicio nos exemplos desta sec¢ao.

. ® L
4. Seja F(t) :f e 2dx, t>0.
0

@ Faca a mudanca de varidveis y = t/x para mostrar que F "(t) = =2F(1). Conclua que F(1) =
Ce %, t>0.
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/4
@ Mostre que C = %, portanto
2
[Cer e e
0

5. Determine as expressdes para as derivadas da funcao Gamma, justificando seus cdlculos.

6. (Transformada de Laplace) Dada f : (0,00) — R, a transformada de Laplace de f é definida
como

.,%f(s)ﬁf f(x)e**dx, s>0.
0

A transformada de Laplace é uma ferramenta muito ttil para resolver certas equacoes diferen-
ciais.

@ Dizemos que f é de crescimento exponencial se existem M, a > 0 tais que | f(x)| < Me*",
x > 0. Mostre que se f é de crescimento exponencial entdao .Z f é bem-definida (i.e., a
integral converge) e |.Z f(s)| < % para todo s> a.

@ Mostre que se f é de crescimento exponencial e diferencidvel entao .2 (f Ns) =sZ f(s) -
f(0), s> 0. Encontre uma férmula semelhante para .2 (f");

@ Seja Hy afuncaoquevalelse r=aezerose0< t<a. Calcule LH,.

@ Verifique as seguintes igualdades:

i ZM)(s)=1/s

ii. ) =6-a),s>a

iii. 2" (s)=nls !

iv. Z(x"e* () =nls—a) "L, a>0,s>a
v. Zx*) () =T@+Ds* L a>0

vi. Z(sin(ax))(s) = %, a>0
S+a
vil. Z(cos(@x))(s) = ——, a>0
s2+a
viii. Z(sinh(ax))(s) = %, a>0s>a
s?—a

ix. Z(cosh(ax))(s) = %, a>0s>a
s2—a

7. (Cdélculo das integrais de Fresnel - uma possibilidade) Sejam

o0

[e.0]
Itif cos(x2)e ™ dx, ]tﬁf sin(x?)e ™ dx, t=0.
0 0

Vamos calcular Iy = f

cos(x®)dx ejo= fsin(xz)dx.
0

0

@ Use a mudanca de varidveis u = x°

gem uniformemente em [0, 00).

e o critério de Dirichlet para provar que I; e J; conver-
@ Usando a férmula de adicao para a funcao cosseno, mostre que
n/2 poo )
If—]?zf f cos(r®)e” " rdrdf, t>0.
0o Jo
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@ Usando o fato que cosu = Re(e't), conclua que a integral acima é igual a — 1 ou seja,

4t 2.1

~ 2= £>0.

4 t2 1’
Fazendo ¢ — 0%, conclua que Iy = Jy. Justifique a passagem ao limite.

@ Por outro lado, temos, de forma semelhante, que

/A
Il]l‘zg— >0

Fazendo t — 0%, conclua que Iy = Jy = / , justificando a passagem ao limite. Portanto,

fcos(xz)dx = fsin(xz)dx = \/i
0 0 8

o0 ,—a 12 [ele] dl’
8. No exemplo (60), vamos provar que lim dt = f
0

a—0+tJo 1+ ¢2 1+ 12
o0
@ Dado € > 0 mostre que existe A >0 tal que f 2 <el4.
A

u

@ Prove que Ie“Z2 t2—1| < (aA)? paratodo ¢ € [0, A]. (Dica: Use aidentidade e “~1 :f e ’ds,
0
u>0)

@ Conclua a demonstracao do resultado.

9. Neste exercicio, vamos trabalhar novamente com a integral de Fresnel
[o.0]
I= f sin(x®)dx.
0

.., 1 (>®sint
Fazendo a mudanca de variavel x* = ¢, temos que [ = — —dt.

2 Jo \/_

@® Lembrando que — f 1 g x = t >0, podemos escrever

1
\/_
—tx?
sintdxdt.
=)

1 [ dx
Justifique a reversdo de ordem na integral acima para concluir que I = ? f

1+x*
@ Usando outro método (por exemplo, o teorema dos residuos), é possivel mostrar que I =
n e . . z
\/ r H4 formas bem mais trabalhosas de fazer isto sem apelar para o teorema dos resi-

duos, vc pode consultar https://www.youtube.com/watch?v=YtorrokbFeA, por exemplo.
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