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1 Sequéncias de funcoes

Muitas vezes, na resolucdo de problemas, nos deparamos com métodos iterativos para aproximar
uma possivel solugdo. Estes métodos produzem uma sequéncia que aproxima a solucao procurada
com a precisao desejada. Em muitos casos, nao € possivel encontrar, de forma direta, expressoes para
as solucoes para determinados problemas de Andlise e Equacdes Diferenciais, embora seja possivel
mostrar que estas solucdes existam e tenham um comportamento até bem conhecido. Por isso, é im-
portante termos uma teoria sélida que nos permita obter resultados de cunho geral para sequéncias
de funcoes.

1.1 Primeiras ideias

Definicao 1 Uma sequéncia de fungoes reais é uma familia de funcodes f,, definidas em um conjunto
X tomando valores em R, para cada n € N. Neste texto, estudaremos sequéncias de funcodes reais
definidas em subconjuntos X c R (na maior parte das vezes, X serd um intervalo ou uma reunido
deles). Uma tal sequéncia sera denotada por {f;;} ;1.

O conceito mais elementar de convergéncia para uma sequéncia de fungdes é o de convergéncia
pontual.

Definicdao 2 Dizemos que {f,},>1 converge pontualmente para uma funcao f : X — R se para cada
x € X, a sequéncia numérica { f,,(x)} ,en converge para f(x), ou seja, f,(x) — f(x), paratodo x € X.

Vejamos alguns exemplos de sequéncias de funcoes. Eu exultaria de alegria se alguma boa alma
pudesse plotar os graficos das fun¢des abaixo e me enviar... Seria lindo!

Exemplo 3 Seja f;,(x) = x"*, x € R. Vemos que f,(x) — 0 paratodo x € (—1,1), 1 = f,,(1) — 1 e que nao
existe lim,_. f;(x) se |x| > 1. Assim, considerando g, a restri¢do de f, a (—1,1), temos que {g}n>1
converge pontualmente para zero (i.e., a funcao nula neste dominio).

Exemplo 4 A sequéncia f,(x) = nx, x € R, ndo converge pontualmente em nenhum ponto x # 0. No
ponto x =0, temos 0 = f,,(0) — 0.

Exemplo 5 Consideremos f;(x) = x"(1—x"), x € [0,1]. Vemos que f;(x) — 0 para todo x € [0,1]. Os
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pontos de méximo das f; sdo da forma x, = ”_2 e fnlxy) = 7 portanto, embora as f; convirjam
para zero, temos pontos nos quais todas elas valem 1/4. Como x, — 1, isso nos da a entender que a
convergéncia é mais lenta perto de x = 1.

Exemplo 6 Seja f;,(x) = nx(1 —x)", x € [0,1]. Como lim,_,, na” = 0 para qualquer a € [0,1), se-

e fulxy) =

gue que f,(x) — 0 para todo x € [0,1]. Cada f;, atinge seu maximo no ponto x, = 1
n



n+l

n 1\ 1 1
1- =|1- — —. Isso mostra que, embora todas as f; tenham valor zero em
n+l n+1l n+l e
x =0 (e portanto, convirjam para zero neste ponto), ha pontos arbitrariamente préximos de x = 0 nos
quais as f,’s assumem valores arbitrariamente proximos da constante 1/e. Ou seja, a convergéncia
ocorre de forma mais lenta perto de x = 0.
Alterando um pouco as f;,’s, podemos produzir outro exemplo interessante. Pondo g, (x) = nf,(x) =
n?x(1-x)", x € [0,1], vemos que g,(x) — 0 para todo x € [0,1] (por que?). O méximo de cada g, em

n+1
[0,1] é assumido no mesmo ponto x, e vale g,(x,) = n (1 - Tl) — oo. Assim, temos pontos

arbitrariamente préximos da origem nos quais o valor das f, fica arbitrariamente grande.

Exemplo 7 Considere as funcoes f;, : R — R definidas por

0, sex<n
fax)={ (m+1)(x—n), sen<x<n+1
n+1, sex=>n+1

Temos que f,(x) = 0 para todo n = x, portanto, evidentemente, {f,},>1 converge pontualmente para
zero. Entretanto, vemos que as f;,, assumem valores cada vez maiores (f;;(n+1) = n+ 1, por exemplo).

sinnx

1
Exemplo 8 Considerando f;(x) = , X €R, temos que | f,(x)| < T — 0, portanto, f,, — 0 pontu-
n

almente. Considerando a sequéncia das derivadas, g,(x) = f; (x) = y/ncos nx, vemos que {g,},>1 ndo
converge em nenhum ponto. (veja o exercicio (18))

2n

——, XE R, converge pontualmente para 1 se |x| > 1,

Exemplo 9 A sequéncia de funcgoes f,(x) = "
X

paral/2se|x|=1epara0Ose|x| <1,

Um tipo especifico de sequéncia de fungdes sdo as séries de fungoes, que introduziremos na defi-
nicdo abaixo.

Definicao 10 Dada uma sequéncia de funcgodes {f,,} ,>1 em X, a série de fungoes associada a { f;,} ,>1 € a
sequéncia {s,},>; definida em X da seguinte forma: colocamos si=fiesp=fi+...+ fn, n=1. Esta

série de funcoes é denotada também por Z fnou Z fn(x). Dizemos que uma série Z fn converge
n=1 n=1 n=1
se a sequéncia {s,},>1 converge. As fun(;oes s sdo chamadas de reduzidas da série.

Dizemos que uma série de fungoes Z fn é absolutamente convergente se a série Z | fn| é conver-
n=1 n=1
gente.

Exemplo 11 Considerando na defini¢ao anterior as fungoes f;, da forma f,(x) = a,(x — x¢)", n €N,
X0 €R, a; € R fixados, a série de funcoes correspondente

(0, 0)
Y an(x—x0)"
n=1

é chamada de série de poténcias centrada em x = x,. Mais adiante, veremos véarias propriedades deste
tipo especial de série de funcdes.



Exemplo 12 Considerando na definicao (10) as funcoes f,, daforma f,(x) = a, sinnx+b, cos nx, para
an, by, € R fixados, n €N, a série de funcdes correspondente

o0
Z a,sinnx+ b, cosnx
n=1

é chamada de série de Fourier. Este tipo de série também é muito importante e ttil e também serd
estudado mais adiante.
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Exemplo 13 Pondo f,(x) = — x> 0, na definicao (10), obtemos a importante série
n

e 1
¢(x)= Z —~
n=11
que é a famosa funcdo { (zeta) de Riemann. A principio, esta série converge para qualquer x > 1.

1.2 Convergéncia uniforme e consequéncias

Na secao anterior, pudemos perceber nos diversos exemplos que uma sequéncia de funcdes, mesmo
convergindo pontualmente para determinada funcao, pode ter pouco a ver com a funcao limite. Do
ponto de vista de aproximacao, isto € um pouco indesejavel, visto que muitas vezes, gostariamos de
obter propriedades da funcao limite a partir de propriedades das funcdes que compdem a sequéncia.
O problema com a convergéncia pontual é que ela nao ocorre "da mesma forma”para todos os pontos
do dominio - as vezes, ha porcoes do dominio em que a convergéncia "demora para acontecer”. O
conceito de convergéncia uniforme que descreveremos a seguir fornece uma forma de convergéncia
na qual este problema nao ocorre.

Definicdao 14 Dizemos que {f,},>1 converge uniformemente para uma funcao f : X — R se para qual-
quer € > 0 existe N e N tal que | f,,(x) — f(x)| < € paratodos n = N e x € X. Este fato serd denotado por

fa— .

Evidentemente, uma sequéncia de fun¢des que converge uniformemente também converge pon-
tualmente. Vamos analisar os exemplos ja vistos na se¢do anterior em relacdo a convergéncia uni-
forme.

Exemplo 15 Consideremos as funcoes f, do exemplo (3). A convergéncia neste caso ndo é uniforme.
De fato, fixando m € N e pondo % = 1/ V2 € [0,1], temos que | f,,,(X) — 0| = 1/2.

Entretanto, f, — 0 uniformemente em qualquer intervalo do tipo [0, a] para qualquer a € (0, 1).
De fato, dado € > 0 seja N € N tal que /¢ > a para todo n = N. Entdo, |f,(x) —0| = x" < a" < € para
todosn=Nexe€|0,al].

Exemplo 16 Vamos agora analisar as fungoes f;;(x) = x"*(1 — x™) do exemplo (5). Como no caso an-
terior, a convergéncia nao é uniforme em todo o intervalo [0, 1] exatamente porque para cada n € N

obtemos pontos x, nos quais temos | f,;(x,) — 0| = —.
Mas se restringirmos as f3’s ao intervalo [0, a] para a € (0, 1) fixado, temos convergéncia uniforme.
1
De fato, como o tnico ponto de méximo de f, em [0,1] é assumido em x, = —, fixado a € (0,1),

V2

podemos tomar N; € N tal que x, > a para todo n = N;. Em particular, para estes n’s, 0 maximo de



fn em [0, a] é assumido no ponto x = a. Escolhendo N, € N tal que a”*(1 — a") < € para todo n = N>,
temos que, para quaisquer n = max{/N;, N>} e x € [0, a],

| fn(x) =0l = fr(x) < fula) =a"(1-a") <k,

provando a convergéncia uniforme de {f;;},>1 em [0, a].

Argumentos semelhantes também provam que as fun¢des do exemplo (6) ndo convergem unifor-
memente em [0, 1] mas convergem uniformemente em cada intervalo da forma [a, 1], para qualquer
ac€ (0,1). (Veja o exercicio (17)).

sinnx

Vvn

Exemplo 17 A sequéncia f,(x) = do exemplo (8) converge uniformemente para zero, pois

|fn(X)| < %, xeR.

2n
. X . .
Exemplo 18 A sequéncia f,(x) = 1o do exemplo (9) converge uniformemente em intervalos do
X
tipo [—a, al], para 0 < a <1 e também em intervalos do tipo (—oo, @] e [f,00) para quaisquer a < —1 e
p > 1. Esta sequéncia ndo converge uniformemente em nenhum intervalo que contenha algum dos
pontosx=1oux=-1.

Vamos agora apresentar uma caracterizacao um pouco mais técnica de convergéncia uniforme,
que serd muito util em diversas situagoes.

Uma sequéncia de funcoes {f,},>1 definidas em X é dita de Cauchy se dado € > 0 existe N € N tal
que |fin(x) — fu(x)| < €, para todos m,n = N e x € X. A principal utilidade deste conceito é dada na
proposicao a seguir.

Proposicao 19 (Critério de Cauchy) Asseguintes afirmacdes arespeito de uma sequéncia de fungoes
reais {f;,} n>1 definidas em X sdo equivalentes:

(@) {fn}n=1 € uma sequéncia de Cauchy.
(b) {fn}n=1 converge uniformemente.

Prova. Se {f,};>1 é uma sequéncia de Cauchy, entdo para cada x € X, a sequéncia numérica
{fn(X)} =1 é de Cauchy, portanto, podemos definir uma funcao f: X — R pondo f(x) = lim,_. frn(x),
para cada x € X. Vejamos que f,, — f. De fato, dado & > 0, seja N € N tal que | fn(x) — f,.(x)] < €/2,
para todos m,n = N e x € X. Fixando n = N e fazendo m — oo nesta tltima desigualdade, segue que
| fu(x) = f(x)| < €/2 < € para todo x € X. Como n = N é arbitrario, segue que f, — f.

A reciproca é deixada como exercicio. 1

o0
Corolério 20 Uma série de funcoes Z fn que converge absolutamente é convergente.
n=1

o0
Prova. De fato, considerando a sequéncia {s,},>1 das reduzidas de Z fn» € {tn}n=1 das reduzidas
n=1

(0,0]

de Z | fnl, temos que {f,},>1 é convergente, em particular, {f,},>; é de Cauchy. Dados m,n € N,
n=1

m < n, temos que

n

< Y i =1t -t

k=m+1

Xn: fe(®)

k=m+1

[$7(x) = sm(x)| =




o0

para qualquer x € X, portanto, temos que {s,},>1 é de Cauchy. Pelo Critério de Cauchy, Z fn con-
n=1

verge. 1

Observacdo 21 Assim como no caso de séries numéricas, ndo vale a reciproca do corolario anterior.
00 (_1 n+1
Basta considerar a série ) ————, por exemplo.
n=1 n
A proposicdo a seguir oferece um critério bastante simples que nos permite verificar se determi-
nada sequéncia de funcdes converge uniformemente.

Proposicao 22 Seja {f,},>1 uma sequéncia de func¢oes reais definidas em X e f : X — R. Suponhamos
que exista uma sequéncia numérica {a,},> tal que:

1. an _’0;

2. |fu(x)— f(x)| < a, paratodosneNe xe X.

Entdo f, — f.

Prova. Dado € > 0 seja N € N tal que a, < € para todo n = N. Portanto, |f,(x) - f(x)| < a, <&,
para todos n € N e x € X, provando que f,, — f. 1

O critério de Cauchy fornece uma ferramenta muito especial e versatil para demonstrar a conver-
géncia absoluta de séries de funcdes, que descrevemos na proposicao a seguir.

o0
Proposicao 23 (M-Teste de Weierstrass) Seja Z f» uma série de funcdes e suponhamos que exista
n=1

o0
uma sequéncia numérica {a,},>1 tal que |f,(x)| < a,, para todos x € X e n € N. Se a série Z a
n=1

o0
convergir entdo a série de funcgoes Z fn converge uniforme e absolutamente em X.
n=1

n
Prova. Fixado € >0, seja N € N tal que Z ay < € para todos m,n € N, m < n. Considerando a
k=m+1

(e 0]
sequéncia {s,},>1 das reduzidas de ) _ f;, temos que, dados m,neN, N<m<n,
n=1

[$n(x) = $m(x)| = = Z ai <Eg,

k=m+1

i fr(x)

k=m+1

o0

para qualquer x € X, portanto, temos que {s,},>1 é de Cauchy. Logo, Z fn converge uniformemente
n=1

em X. A convergéncia absoluta se prova de forma semelhante.

(e.0)
Exemplo 24 Asérie ) x" converge uniforme e absolutamente em qualquer intervalo da forma [-a, al,
n=1
para qualquer a € (0, 1). De fato, basta aplicar o M-Teste com a, = a”.



Agora vamos estudar um critério para convergéncia uniforme de séries de funcdes ndo necessari-
amente verificam convergéncia absoluta.

o0
Proposicao 25 (Critério de Dirichlet) Seja Z @n(x) fr(x) uma série de funcoes em X tal que:
n=1
1. 1(x)=@2(x)=...=20elim,_ @,(x) =0 uniformemente para todo x € [a, b];

k
2: fn(X)

n=1

2. Existe uma constante C > 0 tal que < C paratodos keNe x € [a, b].

[e.°]
Entdo )  ¢n(x) f,(x) converge uniformemente.
n=1
k
Prova. Vamos provar que a série satisfaz o Critério de Cauchy. Seja si(x) = Z fn(x), k= 1.
1

n=
Entado f;(x) = s,(x) — s,—1(x) e, por hipétese, |si(x)| < C, para todos k € N e x € [a, b]. Portanto, para
quaisquer [ > k= 1e x € [a, b], temos que

I
Y 9n(X)($n(X) = $p-1(x)
n=k

1
Y @n(X) fn(x)
n=k

l z
= | Y @n@)sn(0) = Y @n(x)sp-1(x)

n=k n=k
1 -1
= |2 Pn(0)sn(x) — a1 () $p (%)
n=k n=k-1

-1

= Qi) sK(x) + @)1+ D (@n(X) = @Ppr1(x))$p(x)
n=k-1

-1

< Cor(x)+Cpi(x)+C ). (Pn(x) = Pps1(x))

n=k-1

= Cer(x)+Cei(x) + Cpii1(x) — Cepy(x)

= Cor(x)+ Cps1(x)

< 2Cyi(x).
Portanto, dado € > 0, escolhendo N € N tal que ¢, (x) < €/2C paratodos n = N e x € [a, b], concluimos

l
que Z @n(x)fn(x)| <eparatodos > k> N e x € [a,b], como queriamos. |
n=k

Exemplo 26 Fixado a > 0, consideremos a série de funcoes

X sinnx

Z , XER. e))
n=1 n®
sinnx 1 - - : i
Se @ > 1, como < —, entdo a série converge uniforme e absolutamente, pelo M-teste de Wei-

ne’
erstrass. Se 0 < a < 1, entdo tomando ¢,(x) = 1/n% e f,(x) = sinnx, observamos que a hipdtese (1)



do Critério de Dirichlet é verificada. Para a hipotese (2), observamos que, se x # 2k, com k inteiro,
entao

k .
Im Z el}’lx)
n=1

ei(k+1)x_ eix
= |Im|——
el*—1
ei(k+1/2)x_ eix/Z)

k
) sinnx
n=1

= (Im

eix/z _ e—ix/z
e

2isin(x/2)
i(k+1/2)x _ eix/z))

pi(k+1/2)x _ pix/2
= (Im )

Im (—i(e
2sin(x/2)
Re (ei(k+1/2)x _ eix/2)
2sin(x/2)
(cos((k+1/2)x) —cos(x/2)
2sin(x/2)

1
|sin(x/2)|

Portanto, pelo Critério de Dirichlet, podemos garantir a convergéncia uniforme da série (1) em qual-
quer intervalo da forma [2km — §,2(k + 1) — 6] para qualquer 6 € (0,27).

Vamos agora estudar algumas propriedades tedricas importantes da convergéncia uniforme.

Proposicao 27 Seja {f,},>1 uma sequéncia de funcoes reais definidas em [a, b] e suponhamos que
fn LR f,onde f:[a, b] — R é uma fun¢do. Dado xo € [a, b], suponhamos que exista limy_. , f,(x) = L,
para qualquer n € N. Entao existe L = lim,,_.o, L, =lim,_.,, f(x). Em outras palavras, vale

lim lim f,(x) = lim lim f,(x).
n—00 X— Xq X— Xo n—00

Prova. Vamos mostrar que {L,},>; € de Cauchy. Como {f,},>1 converge uniformemente, entao
{fn}n=1 € de Cauchy, portanto, dado € > 0 existe N € N tal que | f,,(x) — f;»(x)| < €/3 para todos x € [a, b]
e m,n = N. Fixados m, n = N, podemos obter também um ponto x € [a, b] tal que | f(x) — L,,| <€/3 e
| f(x)—L,| < €/3. Portanto,

|Ln_Lm|

IA

|fn(x) —L,l+ |fn(x)_fm(x)| + |fm(x)_Lm|
< ¢€/3+¢€/3+€/3=¢,

provando que {L,},>; é de Cauchy, e, portanto, convergente. Seja L =lim,_.o, L.

Provemos agora que lim,_., f(x) = L. De fato, dado € > 0, existe N € N tal que |L, — L| < €/3
e |fn(x) — f(x)| < €/3 para todos x € [a,b] e n = N. Como lim,_y, fn(x) = Ly, existe 6 > 0 tal que
| fn(x)— Lyl <€e/3se0<|x—xl <. Portanto, se 0 < |x — x| <, temos

If(x)=LI = |f(x)—fn@|+|fn(x)—Lyl+|Ly—Ll
< ¢€/3+¢€/3+¢€/3=¢,

provando o desejado. |



o0
Coroldrio 28 Seja )_ f,(x) uma série uniformemente convergente de fun¢des em [a, b] e suponha-
n=1

o0
mos que exista limy_. y, f,(x) = L, para qualquer n € N, onde xy € [a, b]. Entdo a série Z L, converge
n=1

li =) Ly
eerI;ClorlZ::lfn(X) nZ::l "

Coroldrio 29 O limite uniforme de uma sequéncia (série) de funcdes continuas em um ponto é con-
tinuo neste ponto.

E interessante observar as andlises de convergéncia uniforme que fizemos nos exemplos (15) a
(18) aluz do corolario (29).

A convergéncia uniforme também se comporta de maneira bastante interessante em relacao a
integracdo, conforme mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 30 Se {f,},>1 é uma sequéncia de funcoes integraveis em [a, b] que converge uniforme-
mente para f : [a,b] — R entdo f é integravel e

b b b
f(},}ggofn(x))zj f(x)dxzr}iggof fu)dx.

Prova. Sejam D,, D os conjuntos de pontos de descontinuidade de f, e f, respectivamente. Pelo

coroldrio (29), segue que D c |_J D,. Como cada D,, tem medida nula, segue que D tem medida nula,
n=1
e portanto, f é integravel em [a, b].

Dado € >0, seja N e N tal que | f,,(x) — f(x)| <e/b—- a, x € [a, b]. Portanto, para todo n = N,

b b b €
f fn(x)dx—f fx)dx sf [ fn(x)— f(x)ldx < (b—a)=¢.
a a a b—a
1
Corolario 31 Se f(x) = Z fn(x) é uma série de funcdes integraveis em [a, b] que converge uniforme-
n=1

mente entdo f é integravel e

fab (glf”(x)) :fabﬂxmx: S [ fuws.

n=1Ja
Vamos agora estudar o que ocorre com as derivadas de uma sequéncia uniformemente conver-
gente. Vimos no exemplo (17) que mesmo para uma sequéncia uniformemente convergente, a sequén-
cia das derivadas pode nio ser sequer convergente. Ou seja, é possivel que f,, — f sem que tenhamos
fn — f'. A proposicéo a seguir nos dd uma condicdo interessante para que este fato seja verdadeiro.

Proposicao 32 Seja f, : [a,b] — R uma sequéncia de fun¢des que converge pontualmente para f :
[a, b] — R e suponhamos que f, — gem [a, b]. Entdo f é diferencidvel e ' = g.

Prova. Para provar o resultado, vamos assumir que as f; sdo continuas, entretanto, o resultado
vale sem esta hip(’)tesel. Pelo coroldrio (29), segue que g é continua e portanto, pelo Teorema Funda-
mental do Célculo, basta provar que, fixados x, xg € [a, b], temos

F00 = flxo)+ f g(ndt. @)
Xo

1Veja Elon Lima, Curso de Andlise, Vol 1, Cap. X



De fato, como as f;,’s sdo diferenciéveis e cada f,, é continua, segue

X
fn(x) = fu(xo) +f frndt,
X0

para todo n € N. Fazendo n — oo nesta tltima igualdade e usando a proposicao (30), concluimos que
(2) é verificada, provando a proposicao. 1

1.3 Equicontinuidade e o Teorema de Arzela-Ascoli

Em certas situacoes é possivel que uma determinada sequéncia de funcodes continuas nao convirja,
mas possua subsequéncias convergentes. Esta é uma propriedade bastante desejavel que possui mui-
tas aplicacoes interessantes. Uma aplicacdo muito interessante deste resultado que ocorre diversas
vezes na pratica é o seguinte: dada uma sequéncia pontualmente convergente de funcdes continuas
uniformemente limitadas,? sob que condicdes esta sequéncia possui uma subsequéncia uniforme-
mente convergente?®

Fazendo um paralelo com o Teorema de Bolzano-Weierstrass em R, podemos* pensar em uma
sequéncia de funcoes em [a, b] como uma familia de sequéncias indexadas pelo parametro x € [a, b].
Se {fn}n=1 for uniformemente limitada, entdo, para cada x € [a, b] a sequéncia {f,(x)},>1 € limitada,
portanto, possui uma subsequéncia convergente, digamos {f, (x)}r>1. Serd que conseguimos uma
subsequéncia {fy;} k=1 tal que {f;(x)}=1 seja convergente para qualquer x € [a, b]? Serd que conse-
guimos convergéncia uniforme? Boas perguntas!

Exemplo 33 Observando os exemplos (5) e (6), vemos que nenhuma subsequéncia das {f,},>1 pode
convergir uniformemente no intervalo [0, 1], pois, nos dois casos, f; — 0 pontualmente, mas existem
sequéncias convergentes {x,},>1 em [0,1] tais que f,(x,) — a # 0. Entretanto, analisando as duas
situacoes, vemos que, no exemplo (5), f, -0 uniformemente em qualquer intervalo do tipo [0, al,
para qualquer a € (0,1) - ou seja, obtemos convergéncia uniforme em qualquer intervalo distante do
ponto de convergéncia lenta. No exemplo (6), f,, — 0 uniformemente em qualquer intervalo do tipo
[a, 1], para qualquer a € (0,1).

O exemplo acima mostra que obter sequéncias uniformemente convergentes de sequéncias limi-
tadas quaisquer pode ser impossivel, em geral, entretanto, parece que ocorre algo de especial nos
intervalos onde a fungdo limite estd mais intimamente relacionada com as fungoes f,, ou, dito de ou-
tra forma, temos algo especial nas regides onde tanto as f,, quanto a fungdo limite sdao continuas da
mesma forma. O conceito de equicontinuidade descrito abaixo traduz matematicamente o que esta-
mos querendo dizer.

Defini¢dao 34 Um conjunto .% de funcoes continuas em [a, b] € dito equicontinuo no ponto x = xj se
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que | f(x) — f(xp)| < € para qualquer x € [a, b] tal que |x — xp| < . O conjunto
% € dito simplesmente equicontinuo se for equicontinuo em qualquer ponto de [a, b].

Vejamos abaixo exemplos de conjuntos equicontinuos de funcdes em [a, b].

21sto significa que existe M > 0 tal que |f;,(x)| = M para todo x € [a, b].

3Do ponto de vista mais formal, o Teorema de Arzela-Ascoli pode ser visto como um resultado que caracteriza compa-
cidadeno espaco de fung¢des continuas.

40 Teorema de Bolzano-Weierstrass afirma que qualquer sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequén-
cia convergente.



Exemplo 35 Seja.# um conjunto de funcdes continuas em [a, b] que admite uma constante C > 0 tal
que
lf(x)=fI=Clx-yl,

para todos x, y € [a, b]. Entao, .# é equicontinuo em [a, b]. De fato, dado € > 0 tome § = €/C.
Exemplo 36 Se.Z é um conjunto de funcdes de classe C! em [a, b] e° existe C > 0 tal que

sup |f'(x)|<C, paratoda f €.%,

x€la,b]

entdo . é equicontinuo. De fato, pelo Teorema do Valor Médio, dados f € .% e x, y € [a, b] existe
c€ [a,b] tal que
If)—fI=1f"©llx-yl<Clx=yl,

e a afirmacdo segue do exemplo anterior.

Exemplo 37 As funcées f;(x) = x"(1 —x"), 0 < x < 1, que consideramos no exemplo (5) sdo tais que
fr(x) = nx"1(1-2x"1),0<x<1.Dadoac (0,1), se x € [0, al], temos

Ifl(x)<na"'<C

onde C = sup,.,xa*"!. (Por que?) Pelo exemplo (36), segue que o conjunto {f; : n> 1} é equiconti-
nuo em [0, a]. E interessante observar que este conjunto de fungées ndo é equicontinuo em nenhum

1 1 1
intervalo contendo o ponto xy = 1, pois f (—) =—e — 1. A estimativa feita acima para as
"\W2) 4

derivadas das f,, também falha no ponto xy = 1, pois f,,(1) = —n para cada n € N.

Teorema 38 (Arzela-Ascoli) Seja {f,},>1 uma sequéncia de fun¢des continuas uniformemente limi-
tadas e equicontinuas. Entdo {f}},>1 admite uma subsequéncia uniformemente convergente.

Prova. Seja D = {x, : n = 1} c [a, b] um conjunto denso enumerdvel. A sequéncia numérica
{fn(x1)}n=1 é limitada, portanto, admite subsequéncia convergente, digamos { fn(.l) (x1)}j=1. A sequén-
cia {f,m (x2)}j=1 € limitada, portanto admite uma subsequéncia convergente, digamos {f,  (x2)} j=1.

]

Procedendo indutivamente, obtemos familias crescentes de nimeros naturais nﬁk), nék),... tais que

{ngk), n;k),...} ) {nik“), ng”l), ...} e cada linha abaixo representa uma sequéncia numérica conver-

gente, cujo limite denotamos por f(xg):

fnil)(xl) fnél)(xl) fnél)(xl) v foGa) o = fla)
]

o) fio) fole) ... fol) ... —f)

1 2 3 j

fo(s) fioxs) folk) ... fols) ... — f(xs)

1 2 3 ]

fnik’(xk) fngc)(xk) fnék)(xk) e o) o = )
J

Para construir a subsequéncia procurada, vamos aplicar o argumento diagonal de Cantor ao esquema
acima. Vamos mostrar que a subsequéncia {f, & }ren converge pontualmente em D. De fato, dado
k

SIsto significa que cada f € .% é diferencidvel em (a, b), existem as derivadas laterais f'(a+) e f'(b—) e cada funcdo f' é
continua em [a, b].
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J =1, a sequéncia { fn(k) (Xj)}k=1 €, a partir de seu j-ésimo termo, uma subsequéncia da sequéncia
k
convergente { fng »(xj)}1=1, portanto, é convergente. Pelo lema (39), segue que { fng@}keN converge uni-

formemente em [a, b], como queriamos. |

Lema 39 Uma sequéncia equicontinua de funcoes {g,},>1 em [a, b] que converge pontualmente em
um subconjunto denso D c [a, b] converge uniformemente em [a, b].

Prova. Basta verificar que {g,},>1 satisfaz a condicao de Cauchy em [a, b]. Dado € > 0, para cada
x € [a,b] existe 5, >0tal quese y e [a,bl e |y — x| <O, entdo |g,(y) — gn(x)| < /3, n € N. Por compa-
cidade do intervalo [a, b], existe § > 0 tal que se x, y € [a, b] e |x — y| < 6 entdo |g,(y) — gn(x)| < g, para
todo n € N. Podemos entdo obter uma particao do intervalo [a,b] daformaa=xy<x; <...<xy=Db
de forma que x; — xj-1 <6 e escolher y; € DN [x;_1,x;] paracada j =1,..., N. Como {gy},>1 converge
pontualmente em D, segue que as sequéncias numéricas {g,(y1)} n=1, {€n(¥2)}n=1,---,{&n(YN)}n=1 @0
convergentes. Assim, podemos obter Ny € N tal que |g,(y;) — gx(y;)| < €/3 para quaisquer m,n = Ny
e j=1,...,N. Assim, dados x € [a, ], se x € [xj_1, xj] € m,n = Ny, temos

18n(X) = 8m ()| = 18n(X) = gn(¥)DI+18n(¥j) — 8m (¥ +18m(¥j) — &m(X)|
< €/3+¢€/3+€/3=¢,

como queriamos. 1

Uma demonstra¢do nas mesmas linhas do que fizemos anteriormente prova o seguinte coroldrio.

Corolario 40 Se {f,},>1 € uma sequéncia equicontinua de fun¢des em [a, b] que converge pontual-
mente para uma func¢ao f: [a, b] — R entdo {f,},>1 admite uma subsequéncia {f;, }x=1 que converge
uniformementepara f.
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1.4 Exercicios - Lista 3

1. Verifique o tipo de convergéncia (pontual ou uniforme) das sequéncias de funcdes abaixo nos

dominios D indicados (a > 0 fixado):

1) fnx)=x/n,D=R 2) fu(x)=x/n, D=a,b]
4) f,(x) = nsin(x/n), D = [a, b] (5) fu(x) = 1/nx?, D =R\ {0}
(7) fulx) = D =[a,b] ®) ful¥) = —=— D=R\(-a,a)
fnx_nx2+1’ - f"x_nx2+1’ B @
e—nx2
(10) fn(x):m,D:R (11) fr(x) =sin(x/n), D=R

(13) fn(x) = narctan(x/n), D =R (14) fn(x) = narctan(x/n), D = [a, b]

(16) fo(x) = ———— D =1[0,1] (A7) folX) = —2 D=R\(-a,a)
L = Ay T »a
2 1+ nx?

(19) fn(x) = nxe ,D=R (20) fn(x) = - ,D=R

n

(22) fu() = ——, D=R\(~a,@) (23) ()—#D—R
fnx—1+x = a,a fnx_x2+ =

n’ n2’

(25) fn(x) =cos" x, D =10, 7] (26) fn(x) = n*x(1-x)", D=10,1]
(28) fu(x)=x%e™ "™, D=a,b] (29) fu(x) =x%e", D=R

x" x"
(31) fn(x)=—|,D=[R (32) fn(x)=—',D=[d,b]

n! n!

2

6O a0 =""2 D=labl G5 ful)=x"(1-x"), D=a,b

n(l—e*m n + arctan(e* —7)

(B7) fu(x) = — D={a,b] (38) fu(x)= 5 3

2. Analise as fungdes do exercicio (1) em relacdo a equicontinuidade.

(3) fu(x) =nsin(x/n), D=R

6) fn(x) =1/nx?>, D =R\ (-a,a)

D=R

9) fn(x) =

nx2+1’
(12) fn(x) =sin(x/n), D = [a, b]
(15) fn(x) =cos(nx), D=R

(18) f(x) = nxe "™, D = [a, b]

n

2D fulx) = ,D=R

1+ x"
1
(24) fn(x) = m, D=R\(-a,a)

27) fnx)=x"(1-x", D=10,1]

_ 3
(30) fulx) = ~ COS(:X D per

(33) fu(x) = n(Vx-1), D =[a,b]

-x/n

(36) fn (x) =

,D=la,bl]

,D=R (39) fulx) = nln(l + i), D =a,b]
nx

3. Mostre que se {f,},>1 € uma sequéncia de fun¢des continuas em x = xy que converge unifor-
memente para f em [a,b] e {x,},>1 € uma sequéncia em [a, b] que converge para Xxp, entao

{fn(xn)}n=1 converge para f(xo).

4. Use o exercicio anterior e o exercicio (20) para trabalhar com os limites abaixo:

12



10.

(@) lim
n—oo

1+ —| =
nZ

( W)n el/e

e

(b) lim

n—oo ni’l+1

(n”“ +(n+ 1)”)”

00 (_1)n(n_1)2n+1 ~ Dica: 20 de Tavlor da f ~ B
(c) n;o 2 one ) 1 (Dica: Use a expansao de Taylor da fung¢ao arctan em x = 0)
Seja {f,}n=1 uma sequéncia de fungdes reais continuas em [a, b] tal que fi(x) = fo(x) = ... =
fn(x)=..., x€la,b]. Se {f,} =1 converge pontualmente para uma funcao continua f : [a, b] — R
entdo a convergéncia é uniforme. O mesmo € verdadeiro se fi(x) < fo(x) < ... < fu(x) < ...,
x € [a, b]. (Teorema de Dini)

(o.0]
Seja F(t) = f f(x,)dx, t € J, uma integral a um parametro. Mostre que a integral converge

a
uniformemente (conforme definimos no capitulo anterior) se e s6 se a sequéncia de funcoes

n
Fn(t)if fx,0dx, te],
a

converge uniformemente para F em J. Reobtenha os resultados sobre continuidade, derivacao
sob sinal da integral e comutacdo de integrais do capitulo anterior como corolérios das propo-
sicoes (29), (30) e (32).

. Mostre que se {f,},>1 € uma sequéncia de fun¢des que converge uniformemente em X; e em

Xo, entdo {f,},n>1 converge uniformemente em X; U X». O mesmo € verdadeiro para qualquer
quantidade finita de conjuntos Xj, ..., X,.

. Mostre que se {f,},>1 € uma sequéncia de fun¢des que converge uniformemente em X entao

{fn}n=1 converge uniformemente em qualquer subconjunto Y c X.

Uma func¢ado continua v : [a, b] — R é dita linear por partes se existir uma particdo a = xo < x1 <
...< X, = b tal que arestri¢ao de ¥ a cada subintervalo [x;_1, x;] seja uma fung¢ao afim. Mostre
que uma funcdo continua f : [a, b] — R é limite uniforme de uma sequéncia de fung¢des lineares
por partes em [a, b].

Sejam {f,}n>1, {8n}n=1 sequéncias de funcoes em X tais que f, =, fegn LN g. Prove as afir-
macoes a seguir:

(@ af,+pPgn = af + fg para quaisquer a, f € R.
(b) Se {a,},>1 é uma sequéncia de nuimeros reais tais que a, — «a e existe C > 0 tal que
| fn(x)| < C, paratodos x€ X e n€N, entdo a, f, LN af.

(c) Tem-se que f,g, converge pontualmente para fg, mas a convergéncia pode nao ser uni-
forme.

(d) Se existir C >0 tal que | f,(x)| < C e |g,,(x)] < C, para todos n €N, x € X, entdo f,g, — fg.

1 1
(e) Se existir a >0 tal que | f;,(x)| = a, para todos x € X, n €N, entdo — Ly

fn  f
(f) Se I cR é um intervalo que contém as imagens de todas as f,'sede fe@: I — R é uma
funcao uniformemente continuaentdo @o f, — po f-

13



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seja f :R — R e considere f,(x) = f

1
x+—),x€|R2,n€l\|.
n

(a) Mostre que {f;},>1 converge pontualmente para f se e s6 se f € continua em R.
(b) Mostre que {f,},>1 converge uniformemente para f se e sé se f € uniformemente continua
em R.

Seja {fu}n=1 uma sequéncia de funcdes continuas em R que converge uniformemente para f :
R — Re{a,},>1 uma sequéncia numérica que converge para « € R.

(a) Mostre que g,(x) = f,(x + a,) converge uniformemente para g(x) = f(x + ).

(b) Enuncie e prove uma versao deste resultado no caso de um intervalo I # R.
Seja D c [a, b] um subconjunto denso e {f,},>1 uma sequéncia de funcdes continuas em [a, b]

tal que f,, — f em D. Mostre que se f é continua em [a, b] entéo f, — f uniformemente em
[a, b].

Seja f; : [a, b] — R uma sequéncia de fun¢des que admite uma constante C > 0 tal que
| fn(X) = fn()I = Clx -yl
para todos x, y € [a, b] e n € N. Mostre que se f,, — f pontualmente, entdo f, = f.

Prove a seguinte reciproca do Teorema de Arzela-Ascoli: Um subconjunto .% de fungoes conti-
nuas em [a, b] tal que toda sequéncia em .# admite subsequéncia uniformemente convergente é
necessariamente equicontinuo e uniformemente limitado.

Mostre que se {f,},>1 € uma sequéncia equicontinua e uniformemente limitada de fun¢des em
um intervalo qualquer I ¢ R, entdo existe uma subsequéncia {f,, }x=1 que converge uniforme-
mente em cada intervalo compacto J < I.

Prove as afirmacoes feitas no ultimo pardgrafo exemplo (16) a respeito das fun¢des do exemplo

(6).
Mostre que a sequéncia g, (x) = y/ncos nx do exemplo (8) ndo converge em nenhum ponto.

Se f: X — R é uma funcao limitada, podemos definir

I flloo =sup|f(x)].

xeX
O numero | flloo € chamada de norma (do supremo) de f. Mostre que sao verificadas as seguin-
tes afirmacdes (para quaisquer f, g limitadas em X):
@ lflec=0ellflloo=0seesbse f=0;
(b) llaflleo =lalll flleo para qualquer a € R;
©) flloo=lIgllool < 1f + &lloo < Il flloo + & lloos
d fn LR f seesomentese || f;; — fllco — 0;

() {fulnen € de Cauchy se e s6 se dado € > 0 existe N € N tal que || f;, — finlloo < € para todos
m,n=N.
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(f)

E possivel que uma sequéncia de fung¢des limitadas {f,},>1 seja tal que || fyllco <1, n EN,
mas ndo possua subsequéncia uniformemente convergente.

n k

x\n X
20. Consideremos as sequéncias de funcoes f,(x) = (1 + —) egn(x) = Z —, x € R. Vamos mostrar
n

i=o k!

que ambas tém o mesmo limite, a saber, a funcao exponencial.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

()

€]

Fixado x € R, tome N € N tal que |x| < N. Usando o fato que k! = N* todo k > N (porque?),
mostre que para qualquer n > N tem-se

k
O R St Z |x|’€<§|x|k+ Z (m)
P S L e (S L W v B L O v R WA

o 00 xk
Conclua que, pelo M-Teste, a série g(x) = lim g,(x) = Z o converge, para qualquer x €
n—oo
k=0 ™*
R, sendo a convergéncia uniforme em cada intervalo limitado.

Expandindo f;(x) através do binomio de Newton, mostre que, para todo x € R

[

Conclua que, para qualquer x = 0, fi(x) < fo(x) <... < fu(x) <... < g(x). Em particular,
existe f(x) =lim,_ fr(x) e f(x) < g(x), para qualquer x = 0.

1 1) , 1
X)=1+x+—[1——|x"+—
fn(®) 2'( n) 3!

Fixado N € N, tomando qualquer n = N, temos que f,(x) = fy(x), ou seja,

1 1 2 N-1
x3+...+—(1——)(1——)-...-(1— )xN,
N n n n

fu(x) =1+ +1(1 1) 2+1(1 1)(1 2
X)=1l+x+—|1-—[x"+=(|1-—||1-—
" 2! n 3! n n

para qualquer x = 0. Fazendo n — oo e mantendo N fixado nesta ultima desigualdade,
mostre que f(x) = gn(x). Conclua que f(x) = g(x), x = 0. Isto pode ser tomado como
definicao da funcao exponencial para x = 0.

Usando o fato que, para qualquer a € [N, N+ 1], N € N, tem-se

X n x\a x\n+l
(1+ ) s(1+—) s(1+—) ,
n+1 a n

. xX\@ . x\n .. . .
mostre que lim (1 + —) = lim (1 + —) = f(x), sendo o limite uniforme em cada inter-
a—00 a n—oo n

valo limitado.

Use o item anterior e o fato que

(1+£)”:(1+ ! )
n n+x

—X

para mostrar que existe f(x) = lim,_ f;(x) para qualquer x < 0, sendo o limite uniforme
em qualquer intervalo limitado. Conclua que f(—x) =1/ f(x), x € R.

Mostre que f(x) = g(x) para todo x € R.

21. Uma funcao ¢ : X — R é dita simples se sua imagem for um conjunto finito.
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(a) Consideremos a sequéncia de subintervalos de [0, 1] definida da seguinte forma:
= I(O) [0,1];
0 1(“ [0,1/2), 1LV = [1/2,2/2]
W 1(2) [0,1/4), 1(2) [1/4,2/4), I = [2/4,3/4), I|? = [3/4,4/4};
=
s [0 =10,1/28), 1P = (1725, 2128), ., 1) = (2K - 1) /2K, 2K 128
L
Evidentemente, para cada k = 1, temos que 0s I](.k) sao dois a dois disjuntos e I ik) U...u 12(’,? =
[0,1]. Dada f : X — [0,1], consideremos E](.k) = f‘l(I](.k)), j=1,... 2%k € N. Mostre que,
fixado ke N, os E}k) sao dois a dois disjuntos e E{k) U... UE(k) X, paratodo ke N.

(b) Dado k €N, definimos ¢ : X — [0,1] pondo ¢ (x) = = L sexe E(k) Como os E( k) sa0 dois a

dois disjuntos, segue que ¢ é bem definida, 31mples e I(p K (x)— f (x)| < 1/2*, para qualquer

x € X. Em particular, f é limite uniforme de uma sequéncia de funcoes simples.

f+M
2M

Mostre que a imagem de g estd contida em [0, 1] e use este fato para obter uma sequéncia

de funcoes simples {@;} ey convergindo para f.

(c) Dada f: X — R limitada (digamos que |f(x)| < M, x € X), considere a fun¢do g =

(d) Mostre que qualquer funcdo f: X — R é limite pontual de uma sequéncia de funcdes sim-
ples, sendo a convergéncia uniforme em qualquer subconjunto no qual f seja limitada.

22. Dado [a,b] cRe p =1, dizemos que uma sequéncia {f;} ,>1 converge para f na norma L” se
b
lggof Fu0) - f@IPdx = 0.

(a) Mostre que convergéncia na norma L! implica convergéncia na norma L” para qualquer
p=1.

(b) Mostre que convergéncia uniforme implica convergéncia na norma L”, para todo p = 1.
(c) Mostre que f,(x) = x",0< x <1, converge na norma L”, para todo p = 1.

(d) Seja f,,:10,1] — R a funcdo linear por partes que vale zero no intervalo [0,2/n] e no ponto
x =0 evale n no ponto x = 1/n. Mostre que f,, — 0 pontualmente mas ndao na norma L”.

(e) Seja fy,:[0,1] — R a funcdo definida da seguinte forma: escrevemos n = 2%+ [, com 0 <

| < 2% e definimos f,, valendo 1 no intervalo e zero fora. Mostre que f;, — 0 na

2k’ ok
norma L” mas n3o converge pontualmente para nenhuma funcao f:[0,1] — R.

1.5 Polinémios de Bernstein e o Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Nesta secao daremos uma prova do cldssico teorema de Weierstrass, que afirma que qualquer funcao
continua no intervalo [a, b] é limite uniforme de polindmios. Existem diversas provas muito interes-
santes deste belo resultado - vamos optar pela prova via polindbmios de Bernstein.
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Dada f:[0,1] — Re n €N, definimos o n-ésimo polindmio de Bernstein de f como
. . < k\([n k n-k
Bp(x) =Bu(x: )= ) f|— x*Q-x0"""%, x€l0,1].
im0 \nJ\k

1 2
O valor B,(x; f) pode ser visto como uma média ponderada dos valores f(0), f (; f (E) ceo

n—1 ) 0 on [P 1 an-1 [ 2,4 an-2 ) neq_ 40 )
f( - ),f(l)compesos(o)x 1 x),(l)x (1-x ’(2)x (1-x) (n)x (1-x)", respec

tivamente.
Em primeiro lugar, pondo fy(x) =1, temos

n

Bu(x; fo) = ) (Z)xk(l—x)"_k: (x+(1-x)"=1,x€l0,1], neN. 3)
k=0

Multiplicando por x a identidade acima com n —1 em lugar de n e usando a identidade (n]; ) =

k+1( n

e , temos
k+ 1)

n
n-1 n-1
n-—1 k+1( n
i\ k o n \k+1

Fazendo ! = k + 1 e adicionando a soma o termo correspondente a [ = 0 (que é nulo), temos

x= Z l(n)xl(l —x)"l= B,(x; f1),
i—on\!

onde fi(x) = x.

Multiplicando por x? a igualdade (3) com n -2 em lugar de n e usando a identidade (n/: ) =

(k+2)(k+1)( n

, temos
nn-1) k+2)

n2p-2
(

_ k+2)(k+1)( n xk+2(1 _ x)n—(k+2)
o nn—-1) \k+2

_ L l(l_l) ny _an-l
= ) (n—l)(l)x(l x)",

ou seja,

A (A AV A n—l_"(l)zn PN R N R I PR
(1 n)x _Z;O((n) nz)(l)x(l X) _l;) oA ”lgén [Fa=-n" @
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Combinando (3) e (4) e considerando f>(x) = x2, temos que
B (x'f)—i(l)2 " xl(l—x)”_l—(l— 1)x2+ 1x
M E e |1 B n n’
Em particular, desenvolvendo o quadrado dentro do somatério, temos
n 1\? 1 1
Z(x——) (n)xl(l—x)”_l:—(x—xz):—x(l—x). (5)
=0 n) \1 n n

Esta ultima igualdade sera especialmente ttil para demonstrar a proposicao a seguir.

Proposicao 41 Paraqualquer f: [0,1] — R continua temos que a sequéncia de polindémios {B,(x; f)} =1
converge uniformemente para f em [a, b].

n
Prova. Multiplicando a equacdo (3) por f(x), temos f(x) = Z f (x)(Z) xFQ-x"k portanto,

n

|f(x) = Bu(x; )l < )

k=0

f(x)—f(g)’(’;)xk(l—x)n—k. ©6)

Dado € > 0, como f é uniformemente continua existe § > 0 tal que se |x — y| < entdo |f(x) — f(})| <
2

54 4¢2
tltima soma em duas partes: uma parte para os indices k tais que |x — k/n| < n~'’* (denotada por ')
e outra para os demais (denotada por X"). Logo,

e/2. Tomemos N € N tal que N = max{ } e fixemos x € [0,1]. Dado n = N, vamos dividir a

ed n
<< -k =

Para estimar X", observamos que para os indices k que aparecem nesta soma, temos |x—k/n| = n=1/4,

portanto, (x — k/n)? = 1/1/n, logo,

< Z( )x 1-x)"*

k
no(x—kin?(n)| n—k

= Z’(x K/ )2() (1=

< 2M\/ﬁZ(x—k/n)z(]]:)xk(l—x)”_k

= ZM\/_( x(1- x))

B M

= _2\/5

< €/2,

pois x(1 — x) <1/4, x € [0, 1]. Portanto, | f(x) — B,(x; f)| < € para todo n = N. |

Fazendo uma reparametriza¢do simples, concluimos o cléssico resultado a seguir.
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Teorema 42 (Weierstrass) Qualquer funcdo continua em [a, b] é limite uniforme de uma sequéncia
de polindomios.

Observacdo 43 Existem outras provas para o Teorema de Weierstrass, entretanto, a prova apresentada
(devida a Bernstein) tem a vantagem que, além de ser totalmente construtiva, é possivel também
provar que, em um ponto x € [0,1] no qual f seja diferencidvel, tem-se que |B),(x; f) — f'(x)| — 0
quando 7 — oo, sendo a convergéncia uniforme no caso em que f seja de classe C'.

1.6 Séries de Poténcias

Um tipo particularmente 1til de série de funcoes sdo as chamadas Séries de Poténcias, que descreve-
remos a seguir.
Uma série de ponténcias em torno do ponto x = xp € R € uma série de funcoes do tipo

Y an(x—x0)", @)
n=0

onde os {a,} ;>0 € uma sequéncia de nimeros reais.®
(e.0)

Exemplo 44 Consideremos a série de poténcias Z x" (i.e, a, =1, ne N e xo = 0). Usando a identi-
n=0

dade (1 - x)(1+x+ x?+...+ x*) = 1 - x**1, vemos que, para qualquer x # 1, temos

k 1x1

Z 1-x

portanto, a série converge se e sO se existe lim x**1. Assim, a série converge se e sO se | x| < 1 e, neste
k—o0

.1 ., . .
caso, seu valor é T Esta é a chamada série geométrica.

-X
xn
Exemplo 45 A série de poténcias Z — converge para todo x € R. De fato, fixado x € R, temos, que
n=0 1
_x™ YDt x]
lim ——— = =0,
n—o0 |x|™/n! n—oon+1

logo, a série converge (absolutamente) em x, pelo Critério da razdo para séries.

1 n+1
Exemplo 46 A série Z ;x” converge no intervalo (-1, 1]. De fato, o critério da razdo implica

n=1
convergéncia em (-1, 1) e o critério de Dirichlet (ou Leibniz) implica convergéncia em x = 1. A série

nao converge em x = —1 (quando x = —1, temos a série harmonica).

Veremos abaixo que o conjunto de pontos de convergéncia de uma série de poténcias é sempre
um intervalo, inclusas ou nao as extremidades.

Proposicao 47 As seguintes afirmacoes a respeito da série de poténcias (7) sao verdadeiras:

6Aqui convenciona-se que 0° = 1.
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1. Se a série de poténcias (7) converge para um certo x; € R entdo a série converge absoluta e
uniformemente em qualquer intervalo da forma [xy — a, xp + a], com 0 < a < |x] — Xp|.

2. O conjunto C ={x€R : (7) converge em x} € um intervalo de um dos tipos abaixo:
(Xo—R, X0+ R), [Xo—R,Xo+R), (xo—R, X0+ R], [xo — R, X0 + R], (-00,00).

O ntimero R = 0 é chamado de raio de convergéncia da série (7) e pode ser calculado através da
formula do raio de convergéncia

a
R™! =limsup {/|a,| = limsup (1] .

Prova. Seja x; # xo um ponto no qual (7) converge. Entao, segue que lim,,_.o, a,(x; — x9)" = 0,
portanto, existe C > 0 tal que a, (x; — xp)"| < C, para todo n = 0. Dado qualquer x tal que |x— xg| < a <

|x1 — Xol, temos que
a n
o(xl —xo)

Como a ultima série numeérica converge (por que?), o item (1) segue pelo M-Teste de Weierstrass.
Provemos (2). Pelo item (1), segue que C é um intervalo centrado em xy. Pondo R = sup{t e R :
(xo — t,x0+ t) < C}, temos que C\ (xp — R, xo + R) contém no maximo dois pontos (a saber xo — R e
Xo + R).
Provemos agora a férmula do raio espectral. Se a sequéncia m ¢é limitada, entdo a série (7)
converge somente para x = Xg, POis, Se X # Xg, entdo o termo geral |a,(x — xo)"| = (|x — x| m " nao
tende a zero, logo a série nao converge. Se ’111_{1(310 m = 0 entdo a série converge para todo x € R. De

o0 (e8] n

X — Xo)
> lan(x=x0)"1 = ) lan(x; = x0)"|————<C
n=0 n=0 (xl_xO) n

18

fato, neste caso, pelo Critério da Raiz para séries, temos que lim v/|a,(x — x¢)"| = |x—xp| lim /|a,| =
n—oo n—oo
0.
Consideremos agora o caso 0 < limsup V/|a,| < oo, digamos limsup V/|a,| = 1/r, com 0 < r < co.

n—oo n—oo
Temos neste caso que (7) converge se |x — xp| < r e diverge se |x — xo| > r. De fato, isso decorre do fato
que limsup v/|a,(x — x¢)"| = |x — xo|limsup {/|a,| e do critério da raiz para séries numéricas. |
n—oo n—oo

Observacdo 48 Em geral, nada se pode afirmar sobre a convergéncia ou ndo da série (7) nos pontos
Xo+ R e xp — R, caso R seja finito.

o0
Corolario 49 A funcdo f: (xo — R, xo + R) — R dada por f(x) = an(x—xy)" é continua.
n=0

Prova. Este fato decorre do item (1) da proposicdo anterior e do corolério (29). 1

Uma propriedade muito ttil das séries de poténcias é que a derivada formal

Y nan(x—x)"! (8)

n=1

de uma série de poténcias também é uma série de poténcias. Como

limsup v/nla,| = r}im Y/ nlimsup V/|a,| =limsup {/|a,|
—00

n—oo n—oo n—oo
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segue que a série (8) tem o mesmo raio de convergéncia que a série original. Pelo item (1) da proposi-
¢do (47) e pela proposicao (32), segue que

00 ! 00 )
n n—
(Z an(x = xo) ) = ) nay(x—xo)
n=0 n=1
com convergéncia absoluta e uniforme em todo subintervalo fechado do intervalo de convergéncia.
Um argumento parecido também prova que se [a, b] estd contido no intervalo de convergéncia, entao

00 (b—XO)n+1—(6l—XO)n+1

b oo [es) b
f (Z an(x—xo)”) dx= Z anf (x—x0)"dx = Z a . 9)
a \n=0 n=0 a

=0 n+1l

Esta argumentacao prova o resultado a seguir.

o0

Proposicao 50 Se f(x) = Z a,(x — xp)" € uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0,
n=0

entao

o0 o0
fl@) =Y nayx-x0)""=Y (m+1am1(x—x0)™",
n=1 n=0
com o mesmo raio de convergéncia R. Além disso, a igualdade (9) é verificada para qualquer intervalo
la,b] < (xg— R, xy+ R).

o0 (e, 0]
Corolario 51 Se f(x) = Z an(x—x9)" = Z b (x—xy)" para todo x € I, entdo a, = b, paratodo n = 0.
n=0 n=0

o0 oo
Prova. Fazendo x = x( na igualdade Z an(x—x9)" = Z by, (x— x0)", temos ag = by. Pela propo-

n=0 n=0
oo oo
sicdo (50), segue que f'(x) = Z na,(x—xp)" ' = Z nb,(x — x9)" ' em I. Fazendo x = x,, obtemos
n=1 n=1

ay = by. Aplicando este argumento sucessivamente por inducao, obtemos a, = b,, paratodo n=0. 1
Vamos agora estudar algumas propriedades aritméticas importantes para séries de poténcias.

o0 (e, 0)
Dadas duas séries de poténcias Z an(x—x9)" e Z b, (x — x9)" em torno de xy, com raios de con-

n=0 n=0
vergéncia R; e Ry, respectivamente, e um numero « € R ndo-nulo, temos que a série de poténcias

Z‘,’;’:O(an + aby)(x — xo)" tem raio de convergéncia igual a min{R;, R»}.
Como fazer o produto de duas séries de poténcias? Observando o caso de polinémios, vemos que

(ao+ a1 x+ apx®+...+ anx") (bo + brx + box* +...+ byx") =

agbgy + (aghy + a1bg) x + (agh, + a1 by + tlzbo)xz +...+(agb,+a1by_1+...+ anbo)xzn .
Isso nos inspira a fazer algo semelhante com séries de poténcias.
o0 [e.°]
Definicdao 52 Dadas séries de poténcias Z an(x—xg9)" e Z b,,(x — xp)" em torno de xp, definimos o
n=0 n=0

[e.°]
produto de Cauchy de ambas como a série de poténcias Z cn(x—xp)", onde
n=0

n n
cn=)_ ajby-j=)Y an-jbj, n=0. (10)
j=0 j=0
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O produto de Cauchy também pode ser definido para séries em geral: dadas duas séries numéricas
o0 o0 o0

Z a, e Z b,, definimos o produto de Cauchy de ambas as séries como a série Z cn, onde os ¢;’s
n=0 n=0 n=0
também sao dados pela féormula (10).

Algumas perguntas interessantes surgem quando analisamos a defini¢cdo do produto de Cauchy
de séries. Uma delas é: qual o intervalo de convergéncia do produto de Cauchy de duas séries de
poténcias? Outra questdo interessante é saber se o produto de Cauchy de duas séries de poténcias

o0 (o]
coincide com o produto usual, ou seja, se f(x) = Z an(x—x9)" e g(x) = Z bn(x— x0)", sera que o

n=0 n=0
produto de Cauchy de ambas as séries representa a funcdo f(x)g(x)? Antes de respondermos estas

questoes, vejamos alguns exemplos simples.

Exemplo 53 Fazendo o produto de Cauchy da série de poténcias Z x" por ela mesma, obtemos
n=0

(Zx”)(Zx”) 142x+3x°+..+(n+Dx"+...

n=0 n=0

Z (n+1)x"

Il
—_— S
Mg &
=

S
S

°° 1 1y 1
Por outro lado, lembrando que )_ x" = T eque (1 ) = ( a vemos que as igualdades acima
n=0 - X - X

expressam o fato que o produto de Cauchyde f(x) = Z x=— por si mesma coincide com f(x)? =

ﬁ em todo o intervalo de convergéncia (—1,1). Entao, neste caso, o produto de Cauchy tem o
- X
mesmo intervalo de convergéncia que as séries originais e também representa o produto das funcdes.

o0
Exemplo 54 Fazendo o produto de Cauchy da série de poténcias Z x" por ela mesma, obte-
n=1

mos

[e¢] (_ 1) n
(Z ) > 1" (Z X" (1)
=1 i =0 ]0\/]+1\/n j+1
cn
Analisando os coeficientes c;, do produto acima, percebemos que, como j+1<n+len—j+1<n+1,
cada ¢, é, a menos de sinal, uma soma de n + 1 termos, sendo que cada um deles é = 1/n + 1, ou seja,
|cnl = 1, paratodo n € N. Em particular, a série original converge para x = 1, mas o produto na equac¢ao
(11) ndo converge para x = 1. Isso mostra que o intervalo de convergéncia do produto de Cauchy de
duas séries pode, em geral, ser menor que o intervalo de convergéncia das séries originais.

Vemos que o produto de Cauchy de duas séries de poténcias é comutativo. O teorema a seguir,
devido a Mertens, da condicoes simples para a convergéncia do produto de Cauchy de duas séries.

[e.°] [e.°]

Teorema 55 (Mertens) Se Z a, converge absolutamente para A e Z b,, converge para B, entdo o
- n:OOO o n=0

produto de Cauchy ) ¢, = (Z an) (Z an) converge para AB.
n=0 n=0 n=0
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n n n
Prova. Sejam A, =) ai, B,=) breC,= ) cr. Queremos provar que C, — AB. Observamos

k=0 k=0 k=0
Pk p P
que para qualquer p >0, C, = Z Z aibi_; = Z Z fx(D), onde
k=01=0 k=01=0
N aibi_;, sel<k
fk(l)_{ 0, sel>k °
Invertendo a ordem da soma, temos que
p P P p 4 p
Co=).> filD=> ar) bx_;=) aiBp_;=) aj(B—d,_;)=BA,—ep,
1=0 k=0 1=0 k=1 1=0 1=0
k
onde dr =B—Breer= Z ajdy_j, k= 0. O resultado estard demonstrado se mostrarmos que e, — 0.
j=0

Sejam M =sup;.. ldxl e K = Z;"ZO |ak|. Dado € > 0, tomemos N € N tal que

(e8]

£
1. Z lagl < — e
k=N+1 2M

€
2. ldy]l < — paratodo k> N.
|d| 2KP

Logo, para qualquer p > 2N, temos

p
lepl < lajlldy- ;]

Jj=0
N p

= Y lajlidp-jl+ 3 lajlldp-jl
j:O j:N+1
e N P

< Sg2lal+M ) lajl

Jj=0 J=N+1

£ &

= —+-=¢.
2 2

O Teorema de Mertens e a proposicdo (47) implicam o corolério a seguir.

o0 o0
Corolario 56 Se f(x) = Z an(x—x9)" e g(x) = Z by (x — xo)" sdo séries de poténcias com raios de
n=0 n=0

oo o0
convergéncia R; > 0e R, > 0, respectivamente, entdo o produto de Cauchy ( Z a, (x — xg) ”) ( Z b,(x - xo)”) =
n=0 n=0

o0
Z cn(x — xp)" de ambas tem raio de convergéncia > min{R;, R,} e converge para o produto f(x)g(x).
n=0
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1.7

Exercicios

1
. Mostre que se f:[0,1] — R é continua e f f(x)x"dx =0 paratodo n =0, entdo f =0.
0

Prove que se f : [0,1] — R é de classe C* entdo {B,(x; f)},=1 converge para f\) para cada

j=1,...k

Determine o intervalo de convergéncia das séries de poténcias a seguir:

[e.°] n "
M) ¥
n=0

X (3n)!

@ >

=0 2n)!

xn

(7) Z . an ),(x 7"

o0 (X—S)n
(10) ) (-1)"——=x"
,;0 2n\/n+1x

(13) ¥ 27x"

n=0
16 —x°"
(16) n;) T
n

(19 Z o B+ (=1D""

(22) ) (sinn)x”

n=0

X n
25 —x™
( )n;on”

- =D" An
(28)
nzl n+ \/n2+3n

(—)" o

© ()",
S ,;02 5-.-Bn+2)"

2) ) nlx"

n=0

(5) Z( 1)

n— l(x 5)n

® Y 2l
n=0 €

(o) n2 o
ay ) =4
n=0

n

o0 3 n
14 X
( )n; e

& n! n
(17),;1 3...-en-1"
n
20) 2(2 +3) n

,b>a>0

(o) xl’l
23
= ,;0 a"+b"

e Y —
—2-4-...-2n)

(o] 2n+3n
(29) Z( - n)x”
Ao\4"+5

_Vn .
1+47vn+2

sin(7n) en!
9+5"

(32) ) (-1"

n=0

(35) Z( n'—

n=0

24

(x+1)"
© )nzo (n+1DIn(n+1)

X nl
9 ) —(x+3)"
n=0 "

o0 (_ )I’l

(1)2

I’l
% n(ln n)2

(271)
o (n ')2

(15) Z

o Z (2+( nmn

1) Z (3n+2) "

(24) Z (3n+2) "
2-4-...-(2n)

@D nZO( T —

(30) ). (—1)”sin(l) x"
n=1 n

33) Zcosgzn) n
S 1 1
1+=—+...+—|x"
(36);1( LR B

n



/) 00 00
(37) Z - 2) Txn (38) Z(—l)"ntan(l)x”
n=1 n =
2"Inn > x" x"
(40) Z 3”n\/_ @D ,;W 42 Z “ (n+1)In(n+1)

4. Expanda as func¢des abaixo em série de poténcias em torno do ponto x indicado e determine o
raio de convergéncia da série obtida:

-1
D fx) = ,xO;éO 2 f(x) = 3,1607'50 @) fx)= 2_4,xo7fi2

(4) f(x) =sinhx, xp=0 (5) f(x) =coshx, xp=0 (6) f(x)=tanx, xp=0

x-2 -1
(D) f)=x>-x*x=1 (8 fO=——%=3 ©Of0=g7—x

5. Usando derivacao e integracao termo a termo, calcule as somas das séries abaixo:

X =0

0 N 00 x" 00 2n 1
oy = @ Y D= @3 Z
n=1 1 n=1 n
[eo) x2n—l 00 00
@Y D" — B Y n+Dx"  (6) Y nx"
n=1 2n-1 n=0 n=
@Y nan! ®Y 2 (@3 !
n=1 n=2 n(n_ 1) n=1
(10) ¥ n3x" an Y m+ax" 12y Z—
n=1 n=0 n=1

6. Usando as séries do exercicio anterior (e outras parecidas...), calcule a soma das séries abaixo:

00 nZ [e) ( l)n

(2) o ”an(

(n+1)(n+2)(n+3)

@) Z 5) ) Z—n (6) ; 22:_1

7. Seja Z a,x" uma série de poténcias tal que seus coeficientes sejam relacionados por uma
n=0
equacao do tipo a;, + Aa,-1+ Ba,—» =0, com A, B € R, para n = 2. Mostre que para qualquer x
no intervalo de convergéncia, tem-se

& n_ apg+ (a1 + Aag)x
Z anX = 2
=0 1+ Ax+Bx

1dx © 1 1 © (] n+1
—=) —e f xFdx=) 1) )
0 xx n=1 n 0 n=1 nl’l



9. Mostre que sao verificadas as identidades abaixo com convergéncia uniforme nos compactos
de cada dominio:

o0 n

(a) ex:Zx—,xelR
o 1!
: o (=17 2n+1
(b) sinx=) ———x"""! xeR
—= 2n+1)
o0 _1 n
(c) cosx= D 2+l vy eR
—= 2n+1)!
[e) (_1)n+1
(d) ln(1+x):Z X" -1<x<1
n=1
1+ [e) 2n+1
(e) In _x:Zx ,x] <1
1-x] ,;=h2n+1
o (D" 55
(f) arctanx= ) ——x"* |x|=<1
n—o2n+1
S (n+1)(n+2)(n+3) , 1
= , <1
& n;o = = g

10. Utilizando a férmula de Taylor, obtenha um valor aproximado de:

(1) e, com erro inferior a 107° (2) sinl, com erro inferior a 1077
(3) cos 1, com erro inferiora 107 (4) In2 e In3, com erro inferior a 10~
(5) €2, com erro inferiora 107> (6) arctan(1/2) e arctan(1/3), com erro inferior a 107>

7

(7) m/4, com’ erro inferiora 10™®  (8) cos(1/2), com erro inferior a 107

11. Estime as integrais abaixo:

1 1
(1) f sin(#?)dt, com erro inferior a 1072 2) f etsdt, com erro inferior a 10~/
0 0
1 1,
(3) f In(1 + t*)dt, com erro inferiora 1072 (4) f e 1" dt, com erro inferiora 10~/
0 0
1 o 1 2
sint 1—-cos(t
(5) f Td t, com erro inferior a 107° (6) f %d t, com erro inferior a 10~/
-1 0

12. Desenvolva as funcdes abaixo em séries de poténcias em torno da origem, indicando o intervalo
de convergéncia da série obtida em cada caso:
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(1) f(x) =xFeX, keN (2) f(x) =cos(x+2) 3) f(x) =sin(x?)

@) f(x) = cos®x (5) f(x) :foxs’i—ltltdt 6) f(x) :foxe—ﬂdt
7 f(x):fox LU PP f(x):foxsin(tz)dt 9) f(x) = e -1
(10) f(x) = ﬁ 1D f(x) = ﬁ 12) fw =+
(19 /() zln(1 +3x2) (14) f(x) = e™ cosx (16) f(x) = %

13. Seja a > 0. Neste exercicio, vamos encontrar uma expansio em série de poténcias para (1 + x)¢
em torno de x = 0.

(a)
(b)

(c)

(d)

Mostre que y(x) = (1+ x)* é solucdo da equagdo (1+x)y' = ay’ em (—1,00).

Mostre que a série de poténcias

tem raio de convergéncia igual a 1.
Mostre que a funcao 1 + g(x) também satisfaz a mesma equacao diferencial do item (a) e
vale 1 em x = 0. Conclua que

(a=1)-...-(@—n+1
a(a-1) (@—n )x”,|x|<1.

[e.°]
Q+0%=) :
n=1 n.

Esta ultima série é chamada de série binomial e foi introduzida primeiramente por Newton
nos casos a = +1/2. Aigualdade acima generaliza (de forma fantéstica) a férmula usual do
bindmio de Newton e nos induz a definir, para qualquer a > 0 ndo-inteiro

(a);a-(a—l)-...-(a—n+1)

n n!

Assim, para cada x € (-1, 1), temos que

1+x)%=1+ Z (a)x”.
n=1\"

Mostre que a série binomial converge uniformemente em [—1,1]. Uma possibilidade é
- e . ap+1 ~ 2
utilizar o Critério de Raabe, que afirma que se lim n (1 - ) = L, entdo a série Z an

n—oo an =1

converge se L > 1 ou L = +o00 e diverge se 0 < L < 1. (Veja Bartle R., The Elements of Real
Analysis, Chap. 7, Sec. 27)
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14. Integre termo a termo a série binomial para a = —1/2 para provar que

) ®© 1-3-...-2n-1) x2"*!
arcsmx:x+z ,
o1 2-4-...-(2n) 2n+1

com convergéncia uniforme em [-1, 1]. Conclua que

§:1+ Z 1-3-...-2n-1) .
2 =12-4-...-2n)2n+1)

15. (Teorema de Borel) Mostre que dada qualquer sequéncia numérica {a;},>o, existe uma funcao
f:R— Rde classe C* tal que f”(0) = a,,, para todo n = 0.
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