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v¢ Derivadas parciais, gradiente e diferenciabilidade

1. Ache as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes:
1-xy

_ _ 2, 3 _
(a) f(x,y) =arctan(y/x) (b) f(x,¥) =In(1+cos*(xy”)) (c) f(x,y)= T+ 22+)7

2. Seja f:R— Ruma funcao diferencidvel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:
@ ulx,y)=f (%) (b) u(x,y) = f(ax+ by), onde a e b sdo constantes.
(© ux,y) = flxy*-2x) @ ulx,y) = fe )
of

3. Dada a funcio f(x,y) = x(x* + yz)_%esm(xzy ), ache =—(1,0). (Neste caso, usar a definicdo de

derivada parcial € menos trabalhoso do que aplicar as regras de derivacgao.)

4. Verifique que a funcdo u(x, y) = In\/x?+ y? é solugdo da equacdo de Laplace bidimensional
u 0’u
— +—=0.
0x?  0y?
5. Sejam f, g:R — R, derivaveis até 2a. ordem.
(a) Mostre que u(x,t) = f(x+ct) + g(x — ct) satisfaz a equacao Oz_u = czaz—u
a4 D= & duagao 52 = ¢ 52
(b) Mostre que u(x,y) = xf(x+y)+yg(x+ y) é solucdo da equacao
’u ) u N ’u o
ox2 “odxdy ay?

6. Sejam f(x,y) = (x> +2)3 e g(x,) = |xy|1. Mostre que f e g sdo de classe C! em R2.

2

Xy .
0 se  (x,%) =(0,0).
. . 0 .
(a) Mostre que as derivadas parciais 0_ e —— existem em todos os pontos.
X y

(b) f é continua em (0,0)?

(c) f édiferenciavel em (0,0)?



x?)

8- Seja f(x, y) = { x2 +y2 Se (x) J/) # (0,0),
0 se  (x,y)=(0,0).

(a) Mostre que f é continua em (0,0).

(b) Calcule a—f(O, 0)e a—f(0,0).
0x oy

(c) f édiferenciavel em (0,0)?

0 0
(d) Sao —f e —f continuas em (0,0)?
ox Oy

. 1
(x? +y2) Sln(—m) se (x,y)#(0,0),

0 se (x,y)=1(0,0).

9. Considere f(x,y) =

(a) Mostre que f é diferenciavel em (0, 0).

of  of

(b) As derivadas parciais —— e —— sdo continuas em (0,0)?
0x 0dy
x%sin ((x? + y%)?)
10. Seja f(x,y) = { PRy se (x,y) #(0,0),
0 se  (x,) =(0,0).

(a) Verifique que f é continua em (0, 0).

(b) Determine Z—];(x, ¥, (x, )€ R2.

0
(c) Afuncao % é continua em (0, 0)? Justifique sua resposta.

(d) Afuncao f é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.

x2_y2
11. Seja f(x, ) ={ Varp & nN#0.0,
0 se  (x,y)=(0,0).

0 0
(@) Verifique que a—f (0,y) = —y paratodo y, e que a—f(x, 0) = x, para todo x.
X y

0 f o’ f
0,00=1
axay( ) ©que 0y0x

(0,0) =-1.

(b) Verifique que

12. Determine o conjunto de pontos de R? onde f ¢é diferencidvel, sendo:

@ flx,y)=3/x3+y3 (b) f(x,y) = x|yl
(©) fx,y) =eV¥+! () f(x,y) = cos(v/2Z+ y2)

13. Mostre que néo existe nenhuma funcio diferenciavel f : R> — R tal que V f(x, y) = (x*y, y?) para
todo (x, y) € R%.
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Ache a equacao do plano tangente e a equacao da reta normal a cada superficie no ponto indi-
cado:

(@ z=e**, noponto (0,0,1) (b) z=In(2x + y), no ponto (-1,3,0)
(€) z=x2%— yz, no ponto (-3,-2,5). (d) z=e*Iny, no ponto (3,1,0).

Determine a equagdo do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao grafico
de g(x,y) = x3y.

Seja f : R — R uma funcdo derivdvel. Mostre que todos os planos tangentes a superficie z =

X .
xf (—) passam pela origem.
y

Seja f : R? — R uma funcdo diferenciavel tal que as imagens das curvas y(t) = (2, 1,212) e u(t) =
(212, t,2t*) estejam contidas no grafico de f. Determine o gradiente de f no ponto (2,1).

O gradiente de f(x,y) = X2+ y4 é tangente a imagem da curva y(f) = (t3,0), t >0 em um ponto
P. Encontre a equacao da reta tangente a curva de nivel de f que contém P, no ponto P.

Ache a derivada direcional maxima de f no ponto dado e dé a direcao em que ela ocorre.
(@) f(x,y) = xe™” +3y, (1,0); () f(x,y) =In(x*+y?), (1,2);

Mostre que f(x,y) = Y/ x? y € continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais em (0, 0). E
f diferenciavel em (0,0)?

Seja f uma funcao diferenciavel em R? tal que y(f) = (¢ +1,—1%), t € R, é uma curva de nivel de

f. Sabendo que a—(—l, —4) = 2, determine a derivada direcional de f no ponto (-1,-4) e na
X

direcdo e sentido do vetor i = (3,4).

Ty (x,7) # (0,0)
Sejaf(x,y):{ x2+y2’ se (x,y »yU),
0 se (x,y)=1(0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).

d
(b) Mostre que Ef(y(t)) #Vf(y®)-y' (1) em t =0, onde y(t) = (—t,-1).
(c) Seja ii = (a, b) um vetor unitério (isto é, a> + b* = 1). Use a defini¢ado de derivada direcional
of

para calcular —(0,0).
ou
(d) f édiferencidvel em (0,0)? Justifique.
Seja a > 0 e considere o plano tangente a superficie xyz = a num ponto do primeiro octante.

Mostre que o tetraedro formado por este plano e os planos coordenados tem volume indepen-
dente do ponto de tangéncia.

v« Regra da cadeia

0 0
Calcule a—’f e a—w pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicao seguida
u
de aplicacao das regras de derivacao parcial.
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(a) w:x2+y2;x: t2+u2,y:2tu.

X

2+yz;x: tcosu,y=tsinu.

(c) w:x2+y2+z;x:tu,y:t+u,z:t2+u2.

Seja f : R? — R uma funcao de classe C2. Calcule g,, g, em funcao de f, fy nos seguintes casos:

(@) gu,v) = f(u?,v®) (b) g(u,v) =sinu— fQu-3v? u—cosv)
(c) glu,v) = f(sin(u+v),cos(u—v)) (d) glu,v)= f(e”z,ln(u+ V)

Uma funcao f: R2\ {(0,0)} - R é homogénea de grau A se satisfaz f(tx,ty) = % f(x,y) para
todos £ > 0 e (x, ) # (0,0), para um certo A € R fixo. Supondo que f é uma funcéo de classe C?
homogénea de grau A, verifique que:

(@ xfx+yfy=Af; (Relacdo de Euler)

(b) Asfungoes fy e f, sdo homogéneas de grau A - 1.

Verifique que as fung¢des abaixo sdo homogéneas e determine o grau:

X

y

@ f(x,y) =5x*+2xy—-y* (b) f(x,y) = —xzxi 7
xysin(y/x)

(b) f(x,y) = YT

1
—m ©) flx,y) =

O raio de um cilindro circular estd decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura esta cres-
cendo a taxa de 3cm/s. A que taxa o volume do cilindro esté variando quando o raio vale 80 cm
e a altura vale 150 cm?

Sejam f : R? — R, diferencidvel em R2, com Vf(-2,-2)=(a,-4) e
gt)=fe*—4t,t* -30).

Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela a reta
y=2x+3.

Seja u = u(x, y) funcao de classe C? em R? e defina v(r,0) = u(r cos, rsenf). Verifique que

621)( 6)+16v( o) + 1 é%v
— r’ — — r’ —
or? ror 2 062

(r,H) Au(rcosf,rsenf),
onde, por defini¢ao, Au = uyy + uyy.
Seja f = f(x,y) uma funcdo de classe C? e seja g : R> — R dada por g(u, v) = uf(u? — v, u+2v).

2

(@) Determine 3 em funcao das derivadas parciais de f.

uov
2f 02]0
(b) Sabendo que 3x+5y = z+ 26 é o plano tangente ao gréfico de f (1 4) = (1 4)=1
62f 02
e 6_)/2(1’4) —1, calcule auav(—z,?)).



32.

33.

34.

Seja F(r,s) = G(e"*, r3cos(s)), onde G = G(x, y) é uma funcao de classe C? em R2.

2
(a) Calcule ﬁ(r, s) em funcao das derivadas parciais de G.
r

0°F oG

(b) Determine — (1,0) sabendo que — (> +1,¢+1) = t> -2t +3.
or? ay

Determine k € R para que o plano tangente ao graficode f(x,y) = In(x%+ kyz) no ponto (2,1, f(2,1))
seja perpendicular ao plano 3x + z=0.

Seja f : R? — R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x+ y+z = 7 é o plano
tangente ao grafico de f no ponto (0,2, (0,2)). Seja

gu,v) = uf(sen(u2 - Us),Zuzv).

Determine a € R para que o plano tangente ao grafico de g no ponto (1, 1,g(1, 1)) seja paralelo
ao vetor (4,2, a).



