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Listal
¢ Ndmeros complexos
1. Efetue as operacdes indicadas abaixo:
(@) (1+0)(1—1) @ ZZHe-S0r -0 BT -
3-2i (=1 +1)2(1 - i)*
(b) (3+20)(5-i)(4-6) ) ! 0) 1+v3)2a+i"
1-D2+i)(-10)
. . . 1+2i 1-i
1+2i) - (3—1)(-2— —%e+i)d —
(© « )— B -0 D (@ 1-0°@+10) &) 1—2i+1+i
@ 1-i h) 1-i -2 " (1+20)3@2-10)?
1+i 3-2i 7-i (-1-)31-i)?

2. Prove que as afirmacoes abaixo sdo verdadeiras para todos z, w € C:

(@) |zI* =Re(2)* +Im (2)? © L=%

(b) [Re(2)| <zl z  |zf?
(© |Im(2)| <|z| (p) Re(z+ w)=Rez+Rew

(@) Re(iz)=-Imz

(d) |zl =1z]
e llzl-lwll <lz+w|<|z|+|w| (r) Im(iz) =Rez
®) lzw| =|z||w] (s) Im(z+ w)=Imz+Imw
(g) Re(zw) =RezRew —ImzImw ® Rez:%(z+a
(h) Im(zw) =RezImw +ImzRe w 1
i lzl=Vz-z (w Imz:z(z—a
O ztw=z+w () Iz wf = |2l + 2Re 2T + |w}?
() zw=2z (W) [Rez|+[Imz| < V22l
D) zn=7Z" 1
Z\ 2 ®) lzwl| < = (21 +|wl?)
m) (=]== 2
w w L g1 ) Re (z°) = (Re2)? — (Im 2)?
_ —Z
M) 14+z+2°+...+2" 1= — 2) Tm(2%) = 2Re zTm 2



10.

. Mostre que se A € R e z € C, entdo as igualdades abaixo sdo verdadeiras:

® Re(Az)=ARez
@ Im(Az)=Almz

Reciprocamente, prove as afirmacoes abaixo:

@ Se Re (zw) = Re (z) Re (w) entdo pelo menos um dos nimeros z ou w é real.

@ SeIm(zw)=Re(2)Im(w) entdo z€ Rou w = iA, paraalgum A € R.

. Dado z € C, z # 0, mostre que:

® Re (l) = @ ® Re(z)Re (1) —Im (z)Im (1) =1
z |z|2 z z

@ Im (1) = _Im_z @ Re(z)Im (l +Im (z)Re (1) =0
z |z|2 z z

. Mostre que ndo € possivel introduzir uma ordem < em C que seja coerente com a ordem usual

de R.

. Mostre que para quaisquer z, w € C e n €N, vale a formula do binomio de Newton:

n
i=o\k

ny . n!
onde (k) :m,parak—o,l,...,n.

Calcule as poténcias indicadas abaixo:
L aA+H" 2) 2-20)" @) a-i"

@ -1+H9%7 B (V3+1)?25  (6) (-1+V3i)20%®

. Mostre que as afirmacgdes abaixo sdo todas equivalentes a respeito de um ntimero z € C:

® zeR;

@ z=Regz;
® Imz=0;
@ |z|=|Rez|.

Verifique que, se w € C é uma raiz n-ésima da unidade entdo
l+w+0*+...+0" =0
Dados z, w € C, mostre que:
® Re(zw) =|z||w| se e s6 se arg(z) —arg(w) = 2kn para algum inteiro k.
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@ |z+ w|=|z|+|w| se e s6 se arg(z) —arg(w) = 2k para algum inteiro k.

® |z—w|=1lz]—|wl|| se e s6 se arg(z) — arg(w) = 2knx para algum inteiro k.

11. Aplicando a identidade
1 _Zn+1
l+z+2° 4. +2"=—"—
1-2z

ao numero z = cos0 +isenf € C, com 0 # 0, +2m, +47, ..., prove as identidades abaixo:

1 sen(n+3)6
® 1+cosf@+cos20+...+cosnf=—+——=—
ZSen(Q)

2

0

1 cos(n+3)6
@ senf+sen20+...+sennf = Ecotg (—) =

0
z2sen (5)

12. Fatore os polindmios abaixo em termos das suas raizes (reais ou complexas):

@ plx)=x*>+1 @ px)=x>+1
@ px)=x>+x*+x ® px)=xt+1
@ px)=x>+x-2 ® px)=x*+4

13. Determine todos os nimeros z € C tais que z”" = w (raizes n-ésimas de w) para os valores abaixo

denew:
® n=2,w=-1 ® n=3, w=2i
@ n=2,w=i @® n=3,w=1+1i

14. Faca um esboco gréfico das regioes abaixo descritas e as classifique em aberta/fechada, limi-
tada/ilimitada, conexa/desconexa:

® D={zeC:|Rez| <1} ® D={zeC:0<argz<m/6}
@ D={zeC:Rez<1} ® D={zeC:Re(z%) >0}
® D={zeC:1<]|z| <3} @ D={zeC:Re(z%) <1}
@ D={zeC:|z-3+1i|<2} ® D={zeC:|z—-1|>|z|}



