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v¢ Funcdes complexas

1. Determine a parte real e a parte imagindria de cada uma das func¢des abaixo:
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2. Determine os limites abaixo, se existirem:

(@) lim—

(b) lim =

(c) lim —

(d) lim

(e) lim

z—0 V4

22—+ Dz+i
® lzlg} zZ2+1

® f(z)=(z-1i)°
® fla=—2—+1

z—1 =z
® f(z)=(z—1)(z+2)

@ lim 3z2+1—cos(|z|)
& e 2z%—In(1+|zl)
1-2z

(h) lim —
z—0 Z

(Re z)?

(i) lim

(G) lim —

() lim

O lim

3. Mostre que as fungdes abaixo nao sao diferencidveis (no sentido complexo) em nenhum ponto:

4. Determine as expressoes para as derivadas das fun¢oes abaixo em todos os pontos de seu do-
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@ f(z)=Imz
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. Mostre que a func¢do f : C — C dada por f(z) = /Ixllyl, z = x + iy, satisfaz as equacoes de

Cauchy-Riemann em z = 0 mas ndo € diferencidvel (no sentido complexo) neste ponto.

Verifique se as func¢oes a seguir possuem derivada no sentido complexo nos pontos de seu do-
minio. Determine o valor da derivada, quando existir:

@D fle)=2 ® fle)=x*+iy’, z=x+iy
@ f(a)=z-2z @ f(z)=2",neN
@ flz)=2x+ixy* z=x+1iy 1
@ f(2)=x+2y+ixy*, z=x+1iy f(z):;
® f(z)=e cosy+ie‘seny, z=x+iy ® f(z)=zlmz
Consideremos a funcao
f(Z)=Zl/2,

definida como f(z) = r'/?(cos(6/2) + isen (8/2)) para todo z = r(cos8 + isen), no dominio D =

{zeC:1r>0,0<0<2n}. Mostre que f possui derivada em todos os pontos de D e

. Seja f: D — C uma funcao analitica, com D conexo. Prove as seguinte afirmacoes:

@ Se Re f é constante entao f é constante.
@ SelIm f é constante entdo f é constante.
@ Se |f| é constante entdo f é constante.
@ Se f é analitica entdo f é constante.

® Se f'(z) =0 paratodo z € D entdo f é constante.
Seja f: D — C uma funcdo analitica e 2y = xo + i yp € D. Mostre que

F(20) = ux(x0, yo) + ivx(Xo, yo) = vy (X0, yo) — i1ty (X0, Yo) -

Y¢ Funcoes harmonicas

Uma funcdo ¢ : D — R é de classe C? se existirem e forem continuas em D as derivadas parciais
de ¢ até segunda ordem, i.e., se existirem e forem continuas em D as fungoes @y, ¢y € @y = @y .
Uma tal funcao é dita harmonica em D se satisfizer a equacao de Laplace

A(pi(pxx+(pyy20.

Mostre que se f é uma func¢do analitica em D entao as partes real e imagindéria de f sdo funcoes
harmonicas em D.

Dadas duas fun¢des harmonicas u, v : D — R, dizemos que estas sao conjugadas se existir uma
f : D — C analitica (complexa) tal que u = Re f e v = Im f. Mostre que as funcdes abaixo sdo
harmonicas e encontre uma conjugada harmonica para cada uma:
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@ ulx,y)=2x(1-y) @ u(x,y) =senxcoshy
@ ulx,y) =2x - x*—3xy> ® ulx,y)=x*-y*-x

y
iy BN # 0.0

@ u(x,y) =sinhxseny ® u(x,y)=

12. Mostre que se u, v sao conjugadas harmonicas, entao (—v, u), (—u, v) e (v, u) sdo pares de fun-
¢cOes conjugadas harmonicas. Mostre também que v + ¢ é conjugada harmonica de u, para
qualquer constante c € C.

1
13. Determine uma conjugada harmonica v para a func¢ao u(x,y) = Eln(x2 + yz), (x,y) #(0,0) no

maior dominio possivel D. E possivel construir v em todo o dominio R? — {(0,0)}?

14. Mostre que se u : D — C é uma fun¢do harmonica e D é um retangulo ou um disco, entao é
possivel construir uma conjugada harmoénica v : D — C para u. Constraste este resultado com
o exercicio anterior. Existem outros tipos de dominio D nos quais o resultado continua verda-
deiro?

15. Consideremos em R? o sistema usual de coordenadas polares (r,0) dado por

)

Assim, uma funcdo u = u(x, y) pode ser pensada também como funcao das variaveis (r,0) por
meio da expressao u = u(r cosf, rsend).

rcosf
rsenf

@ Usando a regra da cadeia, mostre que u, = u,cost + uysent e ug = —ruysen + ru,coso.

@ Derive novamente as expressoes obtidas no item anterior e conclua que

1 1
Au: u_xx‘l' Ltyy: ﬁL‘@Q"‘;Ur'FUrr.

@ Use o item anterior para mostrar que se u é uma funcao harmonica radial, i.e., que s6
depende da variavel r, entdo existem constantes a, b € R tais que

u(x,y)= aln(\/x2 + 5?2

16. Sejam u, v sd@o conjugadas harmonicas. Mostre que as curvas de nivel de u e v se intersectam
ortogonalmentenos pontos onde f = u+ iv tem derivada nao nula.

+b.

17. Verifique o fato descrito no item anterior para u = Re f e v = Im f nos seguintes casos:

z—1
v f(z)_z+1
@ f(z)=2°

1
® flz)=-

z



