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v¢ Técnicas de demonstracado

1. Prove que os ntimeros reais abaixo sdo irracionais:

@ V7 @ 1++v2
@ V3 NG
© Vi ° Vs

2. Prove as afirmacoes a seguir:

(a) A soma de dois inteiros pares é par.
(b) A soma de dois inteiros impares é par.
(c) Asoma de um inteiro par e um inteiro impar € impar.
(d) O produto de dois inteiros consecutivos € par.
(e) O produto de 3 inteiros consecutivos é divisivel por 3.
(f) O produto de n inteiros consecutivos € divisivel por n.
(g) Asoma de um inteiro e seu quadrado é um namero par.
(h) O quadrado de um numero par € divisivel por 4.
(i) A diferenca entre os cubos de dois inteiros consecutivos é impar.
(j): O quadrado de um inteiro impar é da forma 8k + 1 para algum k inteiro.

(k) A soma dos quadrados de dois inteiros impares nao pode ser um quadrado perfeito.
3. Prove ou encontre um contraexemplo para as afirmacodes a seguir:

(a) Asoma de trés inteiros consecutivos € divisivel por 3.

(b) Asoma de trés inteiros consecutivos é par.

(c) O produto de um inteiro por seu quadrado é par.

(d) Todo inteiro positivo pode ser escrito como soma de quadrados.
(e) Paratodo inteiro 7, o nimero 72— 1 nio é primo.

(f) Paratodo inteiro n, o nimero 2" + 1 é primo.

(g) Paratodo inteiro n, o nimero n? + n+ 1 é primo.

(h) A soma de dois nimeros racionais é um nimero racional.

(i) O produto de dois nimeros racionais € um nimero racional.



(j) A soma de dois nameros irracionais € irracional.
(k) O produto de dois ntimeros irracionais € irracional.

(D A soma de um numero racional e de um nimero irracional é irracional.

¥¢ Principio de Inducido Matematica

4. Utilizando o Principio da Inducao Matemadtica, demonstre que as seguintes identidades sdo
verdadeiras para todo inteiro positivo n:
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5. Prove que para quaisquer a,b € R e n € N é verificada a férmula do binémio de Newton:
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paracada0<j<n.
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6. Utilizando o Principio da Indu¢dao Matematica, demonstre que as seguintes desigualdades sao
verdadeiras para os valores de n indicados:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)
(i)
G
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(m)
(n)

(0)
(p)

3" > 2" paran=2.

n!>2" paran=4.

n!=3" paratodo n=7;
n!=4" paratodo n=9;
n?>2n+1,paran=3.

2" > p?, paran=5.
n2>5n+10, paran=7.
n!'<n" paran=2.
1+x)">1+x", paran>1,x>0.
1+2+---+n<n? paran>1.
vn<n-1paratodo n=3;

2""2 > 2pn -3 paratodo n = 5;
1 1 1 1
—+—+—+...+—>+/nparatodo neN;
n
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(Desigualdade de Bernoulli) Se xeR, x > -1 e neNentdo (1+x)" > 1+ nx.
SexeReneNentio (1+x)%">1+2nx.

SexeR,x<leneNentio (1-x)"=1-nx.

7. O conjunto #(X) das partes de um conjunto X dado é definido por

P(X)={A: Ac X}.

Se X é finito e tem n elementos, mostre que & (X) tem 2" elementos.

8. Sejam X, Y conjuntos ndo-vazios finitos com m e n elementos, respectivamente. Mostre, por
inducao sobre n que o conjunto das funcées f: X — Y tem n" elementos. Obtenha o resultado
do exercicio anterior a partir deste.

9. Seja f :R — Ruma funcao tal que f(x+y) = f(x)+ f(y) paratodos x,y € R.

(a) Prove que f(0) =0.
(b) Prove que f(n) = an paratodo neN, onde a= f(1).

(c) Prove que f(n) =an paratodone”Z

(d) Prove que f(r) = ar paratodo r € Q.

(e) Sera que f(x)= ax paratodo x € R?

10. Seja f:R — Ruma funcao tal que f(x+ y) = f(x) f(y) para todos x, y € R.

(a) Prove que f(0) =1.
(b) Prove que f(n)=a" paratodo neN, onde a = f(1).
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(c)
(d)
(e)

Prove que f(n) = a" paratodone Z
Prove que f(r) = a’” paratodo r € Q.

Sera que f(x) = ax para todo x € R?

11. Dados m,n € N, dizemos que m divide n se existe k € N tal que n = km. Este fato é denotado
por m|n. Prove a veracidade das seguintes afirmacoes, para todo n € N:

(a)
(b)
(©
(d)
(e)
(f)
(8
(h)
(i)

6|n3+11n
914" +15n—1
3n+2|103n -1
71237 -1

8|32 +7

7|32n+1 + 2n+2
171|773™ — 602"
424]193%27+1 4 p312n+1
169|333 _26n —27

12. Sejam a, b € N tais que a > b. Prove as seguintes afirmacdes, para todo n € N:

13.

14.

15.

(@)
(b)
(©
(d)
(e)
)
(®
(h)
(i)

a—bla™ - Db"
a+ b|(12n+1 + b2n+1
a+ b|a®" — b*"

Reobtenha alguns itens do exercicio anterior a partir dos itens acima.

2la®-a
3la’-a
5|a°—a
7la’ - a
11la't—a

Mostre que 1977|931°47 + 1046°%7.

Mostre que 7" — 1 é divisivel por 6 para todo n € N.

Uma progressdo aritmética (PA) com primeiro termo a; e razdo r € uma sequéncia de nimeros
reais a;, ap, as, ... satisfazendo

an=ap1+7r,

para cada n = 2.

(@)
(b)

Prove que a; = a; + nr paratodo n € N.

n ar+apn nn-1
Prove que Z aj= % = na1+%r paratodo neN.

j=1



16. Uma progressao geométrica (PG) com primeiro termo a; e razao ¢ (q ¢ {0,1}) € uma sequéncia
de ntimeros reais ay, ay, as, ... satisfazendo

anp=4anp-1'4,
para cada n = 2.

(a) Prove que a, = a; - q"paratodo n e N.

n _ I’l+l_1
(b) Prove que )  aj= Gnd G _ a q
j=1 q-1 q-1

paratodo neN.

17. Uma progressdao aritmético-geométrica com primeiro termo a; e razao g # 1 é uma sequéncia
de ntimeros reais a;, ao, as, ... satisfazendo

an:qan_1+r,

para cada n = 2.

n

q'-1
qg-1

n

(a) Proveque a,=gq Lay+r paratodo neN.

n I’l_l
(b) Prove que Z aj= q (a1+ r )+ipara todo n e N.
j=1 q-1 q-1 q-1



