UFPR - Universidade Federal do Parana

Setor de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

CM312 - Célculo II - Engenharia Quimica - 2025/2
Prof. Zeca Eidam

Lista 2
¢ Limites e continuidade

1. Calcule os seguintes limites, caso existam. Se ndo existirem, explique o motivo:

. Xy 4
(1) lim ——— ; *y
(x6,9)—(0,0) X2 + y2 (15) (x,yl)IE%O,O) x2+y8
2 2.2
@ lim YOSyl x%sin?y
C))=00  x*+y? 00 o0 2+ 22
3,.3
x>+
® lim z—yz a7 lim ®+11xy—y°
=00 x +y2 x)—0,0 x4 +17x3y2 + 67
. X"y 2
4) lIim ——— . x“In(1 + |xy|
x,)—(0,00 2x* + X2y + y? (18) lim ———"
=000 /741 1B
. 2x2 +3xy+4y? e , 4x :‘y s 2
2 (X,y)lil}o,()) 3x2 + 5y2 (19) lim e oy cos(3 X4 + yZ) + 16xy
22y (x,5)—(0,0) 3x4+3y5
(6) im —— i
x,)—0,0) x* + y2 (20) im ysinx
im
(va)—>(0,0) x3 - y (21) im ycosx
® lim xsin(x? + y?) o= XTy ,
x)—00  x*+y? 22) lim x“sin(7xy)
(x+9)3 x©))—00 xy1/x8 + 7Y tan?(x +5y)
@ lm = x4y 2107
(x,)—0,0) X*+y ©3)  lim e V" —cos(x°)2Y
a0 1 X2 ( xy ) (x,)—(0,0) x4
10 im sin
2. 2 X
(x,y)—(0,0 X+ y VX% +y? (24) lim0 o 4
- By+ytaxd CoN=00 /sin? x +sin?
x)=00 x3y—x)3 25 i 23 —sinx
im
42 lim x3 +sin(x? + y?) (x,9)—(0,0) 5% + 2 cos(xy)
(x,)—(0,0) y* + sin(x? + y?) 26) . In(1 + (xy)*) sin® x
L2 2
(13) lim sin(x” +y7) xy)=~0.0 \/ sin* x + 6arctan(x — y)?
x,)—0,0 x4+ y?
xysin(3
(14) ( l)im(o 0)()62 +yIIn0 +y) @D ()= (0 0)%(4)/)
x,y)—(0, x,y)—(0, X y

2. Determine o conjunto dos pontos de continuidade das fun¢oes abaixo:



sin(xy)

@ flxy) = =42
(b) flx,y)= Tz—yz

(©) f(x,y)=arctan(x++/1/y)

d flx,y)= arcsin(x2 + yz)

x23

(e) f(x,y)z{ 2x2+ )3 » se (x,y) # (0,0)
1 ,se(x,y)=(0,0)

(x? = y*)(x - 1)?
) f(x,y):{ D=2+ (y=1D) yse(x,y)#(0,0) e (x,y) #(1,1)
1 ,se(x,y)=1(0,0)ou (x,y)=(1,1)

v¢ Derivadas parciais, gradiente e diferenciabilidade

. Determine as derivadas parciais de primeira ordem das seguintes funcoes:

(1) f(x,y) =arctan(y/x) _ 1-xy
@) fl&y 1+ x2+ y2
2) f(x,y)=In(1+ cosz(xy3)) @) flx,y)=0+ x2)Y

. Seja f:R — R uma funcao diferenciavel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:

1) ulx,y) :f(f) 3) u(x,y) = flxy*—2x)
y
2) u(x,y)=f(ax+by),coma,beR 4) u(x,y) :f(ex2+y2)

. Sendo f(x,y) = x(x* + yz)_% SNy ), determine fy(1,0) diretamente a partir da definicdo de de-
rivada parcial.

. Sejam f(x,y) = (x* + y2)§ eg(x,y) = Ixylg. Mostre que f e g sdo funcoes de classe C! em R?.

2

Y
. Seja f(x,y) ={ X2+ y*
0 se (x,y)=1(0,0).

+sin(x+3y) se (x,y) #(0,0),

(a) Mostre que as derivadas parciais fy e f, existem em todos os pontos.
(b) f é continuaem (0,0)?

(c) f édiferenciavel em (0,0)?

x3

. Sejaf(x,y):{ 22 se  (x,y)#(0,0),
0 se (x,1)=1(0,0).

(a) Mostre que f é continua em (0,0).



(b) Calcule f,(0,0) e f,(0,0).
(c) f édiferenciavel em (0,0)?

(d) Asfungoes fy e f, sdo continuas em (0,0)? Justifique sua resposta.

1
[ — se (x,y)#(0,0),
\/x2+y2) g

0 se (x,y)=1(0,0).

2 2\ s
9. Considere f(x,y) = (x“+y )Sln(

(a) Mostre que f é diferencidvel em (0, 0).

(b) As derivadas parciais fy e f, sdo continuas em (0, 0)?

|xylsin (x*y — yx3)

10. Considere f(x,y) = /X6 + 32
a se (x,y)=1(0,0).

se (x,y)#(0,0),

(a) Determine o valor de a para que f seja continua em (0, 0).
(b) Mostre que f € diferencidvel em todos os pontos de R2.
x%sin ((x? + y%)?)

11. Seja f(x,y) = { P se (x,y)#(0,0),
0 se (x,3) =(0,0).

(a) Verifique que f é continua em (0,0).
(b) Determine f,(x, y) para qualquer (x, y) € R2.
(c) Afuncdo f € continua em (0,0)? Justifique sua resposta.

(d) Afuncao f é diferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.

12. Considere f:R?> — R dada por f(x,y) = {/x*+ y4, (x,y) € R2.

(a) Determine as derivadas parciais de f em todos os pontos de R?\ {(0,0)} e prove que f é
diferencidvel em todos os pontos de R2\ {(0,0)}.

(b) f édiferencidvel em (0,0)? Justifique sua resposta.

13. Considere f:R?> — R dada por

(X2 +y?
f(x, y) — { (x2 +y2)3/4 Sln(—x4 +y4) se (x, y) Z(0,0), '

0 se (x,»)=1(0,0).
Mostre que f é diferencidvel em todos os pontos de R?.

14. Para cada uma das funcoes f a seguir, determine o conjunto de pontos nos quais f é diferen-
ciavel:



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

M) flx,p=q/x3+)3 6) f(x,y)=sin(cos(x’ + y4) —e Y
@) f(x,y)=xlyl

@ flx,y) =lxy*
(&fmw:e@qz flx,y y

(4) f(x,)) =cos(y/x2+y?) 2 4 12 sin | e
fx,y) =cos(y/x*+y ® flxy) = (x“+y )sm( x2+_y2) se (x,y) #(0,0),
5) flx,y)=1/x5+y° 0 se  (x,y)=(0,0).

Considere a funcdo f:R? — R dada por f(x,y) = v/ x5+ y°.
(a) Determine as derivadas parciais de f em todos os pontos do conjunto B = {(a, b) : b # —a}.
Conclua que f é diferencidvel em B.
(b) Determine as derivadas parciais de f na origem, se existirem.
(c) f édiferencidvel na origem? Justifique.
P
Seja f(x,)) = { Vapp ¢ 700
0 se (x,y)=1(0,0).

(a) Verifique que fy(0, y) = —y para todo y, e que f)(x,0) = x, para todo x.
(b) Verifique que fy,(0,0) =1 e que f)x(0,0) = —1.

Determine a equacgdo do plano tangente e a equacao da reta normal ao gréfico de cada uma das
funcoes abaixo no ponto indicado:

1 flx,y)= ex2+y2, no ponto (0,0, 1) 3) flx,y)= x%— yz, no ponto (-3,-2,5)
2) f(x,y)=In(2x+ y), no ponto (-1,3,0) (4) f(x,y)=e*Iny, noponto (3,1,0).

Determine a equac¢do do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao grafico
de g(x,y) = x3y.

Ache a derivada direcional méxima de f no ponto (xp, yy) dado e dé a dire¢do em que ela ocorre.

@ f(x,y)=xe Y +3y, (x, yo) = (1,0);
(b) f(x,y) =In(x*+y?), (x0, yo) = (1,2);

Mostre que f(x, y) = v/x2y é continua em (0,0) e tem todas as derivadas direcionais em (0,0). A
funcao f é diferenciavel em (0,0)?

Um campo de vetores definido em um aberto U c R? é uma funcio F que associa a cada ponto
(x,y) € U um vetor F(x,y) em R?. Em particular, dado um tal F, existem funcdes BQ: U — R
tais que

E(x,y) = (P(x,7),Q(x,)),

para todo (x, y) € U. O campo F é dito de classe C! se P Q forem funcoes de classe cl.



22.

23.

24.

25.

26.

(a) Se f:U — R éuma funcao de classe C?> em U, o campo gradiente de f é o campo de vetores
V f definido por

VIixy) =l fyx ).

Neste caso, P = fy e Q = fy. Conclua que se F = (PQ) é o campo gradiente de alguma
funcao de classe C? entdo, necessariamente, Qx=PyemU.

(b) Mostre que néo existe nenhuma funcao f : R? — R de classe C? tal que V f(x, y) = (x*y, y?)
paratodo (x,y) € R2.

(c) Considere em U = R?\{(0,0)} o campo

x2+y2 x2+y?)’

F(x,y) =

Mostre que F satisfaz a equacdo Qy = Py, mas ndo existe nenhuma fungao f: U — R tal
queVf=F.

(d) Se f(x,y) = arctan(y/x), mostre que V f é igual ao campo F do item anterior. Encontre o
maior dominio possivel no qual f é continua e a igualdade V f = F é verificada.

v¢ Regra da cadeia
Verifique que a fungao u(x, y) = In+/x? + y? satisfaz a equacdo de Laplace bidimensional

Uxx + Uyy =0.

Sejam f, g : R — R fun¢des duas vezes diferencidveis.

(@) Mostre que u(x,t) = f(x+ct) + g(x — ct) satisfaz a equacao u;; = gy
(b) Mostre que u(x,y) = xf(x+y)+yg(x+y) é solugdo da equagao uyyx —2uyy + Uy, = 0.
ow oOw . . . .
Calcule — e — pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituicdo seguida

0t Ou
de aplicacdo das regras de derivagao parcial.

(@ w=x*+y%x=t>+u?,y=2tu

X
(b) w= — ) X=tcosu,y= tsinu
y

X%+
© w=x*+y*+zx=tu,y=t+u,z=t>+u’
Seja f :R?> — R uma funcdo de classe C2. Calcule g, g, em funcio de f5, fy nos seguintes casos:

) gu,v) = fw? v’ 3) g(u,v) = f(sin(u+ v),cos(u— v))
2) gu,v)=sinu— fQu-3v? u——cosv) 4) glu,v)= f(e”z,ln(u +v))
O raio de um cilindro circular estd decrescendo a taxa de 1,2cm/s enquanto sua altura esta cres-

cendo a taxa de 3cm/s. A que taxa o volume do cilindro esta variando quando o raio vale 80 cm
e a altura vale 150 cm?



27.

28.

29.

30.

31.

Sejam f : R? — R, diferencidvel em R?, com Vf(-2,-2)=(a,-4) e
gt)=fe*—4t,t* -30).

Determine a para que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela a reta
y=2x+3.

Seja u = u(x, y) funcdo de classe C?> em R?. O laplaciano de u é definido por Au = Uy, + Uyy.
Neste exercicio, vamos mostrar como calcular Au em coordenadas polares.

(@) Definindo v(r,0) = u(r cos, rsen), mostre que v, = cosOuy, +sinfuy e vg = —rsinbu, +
rcosfu,.
(b) Conclua que

1 1
Au(rcos@,rsenf) = v,,(r,0) + —v,(r,0) + —Zveg(r,e).
r r

Seja f = f(x, y) uma funcio de classe C? e seja g : R?> — R dada por g(u, v) = uf (u? — v, u+2v).

(a) Determine g, em funcdo das derivadas parciais de f.

(b) Sabendo que 3x+5y = z+26 € o plano tangente ao gréfico de f, fyy(1,4) = fux(1,4) =1e
fyy(1,4) = -1, calcule g, (-2,3).

Seja f : R?> — R uma funcao diferencidvel e admitamos que
n:2x-3y—z=3
seja o plano tangente ao gréfico de f no ponto (1,-1, f(1,-1)).
(a) Determine os valores de f(1,-1), Vf(1,-1) e f,(1,—1), onde v = (5,—1).

(b) Considerando g(u, v) =sin(uv) — f(u+ v, v —e""), determine Vg(1,0).
(c) Considerando ¢(t) = f(e’ +sin(41), r— e~ "), determine ¢'(0).
Seja f : R?> — R uma funcdo diferencidvel no ponto (-3,2). Suponha que f(-3,2) = 1 e que o

plano
m:3x-5y+2z=2014

seja paralelo ao plano tangente ao gréfico de f no ponto (-3,2,1). Determine:

(@) Vf(-32);

of

(b) 3

(©

(=3,2),onde v=(2,-1);

d 2
T t20{3t+f(x(t),y(t))} ,

onde x(f) =2e ' —5cost+4t>e y(t) = >+ 2 +6In(1+ 1) +tan t +2;

0
(d) g.,0,1e a—‘i(o, 1), onde g(u, v) = f(u*—3v,e?“ + v?).



32

33

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

. Seja f :R? — R uma funcéo diferencidvel que admite o plano de equacio
2x—-6y+2z=7
como tangente ao seu grafico no ponto (3, -1, f(3,-1)).

(a) Determine f(3,-1),Vf(3,-1)e f,(3,-1),onde v=(-1,1)
(b) Seja g(1) = f(x(#), y(¢)), onde

x(t) =2"—4sint+cost, y(t) = > —4t* +6tsint—1.

Determine g'(0).

(c) Seja
g(u,v) = {u+f(3cosu+sinv,uv—e””)}z, (u,v) € R?.

Determine Vg(0, 0).
. Seja F(r,s) = G(e"*, r3 cos(s)), onde G = G(x, y) é uma funcao de classe C? em R?.

(@) Calcule F;,(r,s) em funcao das derivadas parciais de G.
(b) Determine F,,(1,0) sabendo que Gy (t*+1,¢+1) = t* — 21 +3.

Determine c € R para que o plano tangente ao gréfico de f(x, y) = In(x*+cy?) no ponto (2,1, f(2,1))
seja perpendicular ao plano 3x+z=0.

Seja f: R? — R de classe C! em R?, tal que 2x + y + z = 7 é o plano tangente ao grafico de f no
ponto (0,2, £(0,2)). Se
g(u,v) = u f (sen(u® - v*),2uv),

determine a € R tal que o plano tangente ao gréfico de g no ponto (1,1, g(1,1)) seja paralelo ao
vetor (4,2, a).
Seja f : R — R uma funcdo diferencidvel. Mostre que todos os planos tangentes ao gréafico da
funcdo F(x,y) =xf (f) passam pela origem.

y
Seja f : R?> — R uma funcdo diferencidvel tal que as imagens das curvas y(t) = (2,£,2t%) e u(t) =

(212, t,2t*) estejam contidas no gréfico de f. Determine o gradiente de f no ponto (2,1).

O gradiente de f(x,y) = X2+ y4 é tangente a imagem da curva y(f) = (£3,0), t >0 em um ponto
P. Encontre a equacao da reta tangente a curva de nivel de f que contém P, no ponto P.

Seja f uma funcao diferenciavel em R? tal que y () = (¢ +1,—1%), t € R, é uma curva de nivel de

0
f. Sabendo que a—f(—l, —4) = 2, determine a derivada direcional de f no ponto (-1,-4) e na
X
direcao e sentido do vetor ii = (3,4).
B+y3
Seja f(x,)=q xZryz ¢ HNFO
0 se (x,y)=1(0,0).

(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).

7



d

(b) Mostre que %f(y(t)) #Vf(y@®)-y' (1) em r=0, onde y(t) = (-t,-1).

(c) Seja ii = (a, b) um vetor unitdrio (isto é, a> + b> = 1). Use a defini¢do de derivada direcional
0

para calcular —]: (0,0).

ou

(d) f édiferencidvel em (0,0)? Justifique.

41. Seja a > 0 e considere o plano tangente a superficie xyz = a num ponto do primeiro octante.

Mostre que o tetraedro formado por este plano e os planos coordenados tem volume indepen-
dente do ponto de tangéncia.

42. Dado A € R, uma funcao f : R2\{(0,0)} — R é dita homogénea de grau A se satisfaz f(tx,ty) =
t* f(x,y) para todos t > 0 e (x, y) # (0,0). Supondo que f é uma funcéo de classe C> homogénea
de grau A, verifique que:

(@ xfx+yfy=Af; (Relacdo de Euler)

(b) Asfungoes f; e f, sdo homogéneas de grau A - 1.

43. Verifique que as funcdes abaixo sao homogéneas e determine o grau:

(1) f(x,y)=5x"+2xy—y° 3) flx,y) = L
y flxy T
(2) f(Xy y) = szyz @) f(x, y) _ xysin(y/x)

xt+



