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1 Aférmula de Taylor em duas variaveis

Nestas notas, vamos estudar a féormula de Taylor (de ordem 2) em duas varidveis e algumas de suas
consequéncias, especialmente importantes para o estudo de pontos criticos.

Inicialmente, lembramos que se ¢ é uma funcio real de uma variavel de classe C?> definida em um
intervalo aberto I contendo t,, entdao

@(to+h) =ty + @' (tp)h+r1(h) e
@t +h) = p(to) + @' (o) h+ " (tg) h* + 12 (h)

onde ry, 1, sdo fungdes tais que limy_.ogr1(h)/h = limy_.g ra(h)/h% =0 quando t — f. A segunda
férmula acima é chamada de férmula de Taylor com resto infinitesimal (de grau 2). Uma aplicacao
muito importante desta férmula acima ocorre quando ty € um ponto critico ndao-degenerado de g, i.e.,
¢'(to) =0 e ¢"(ty) # 0. Neste caso, é facil ver que @(fy + h) — @ (1) é essencialmente uma funcdo qua-
drdtica com concavidade dependendo do sinal de ¢" (ty). Em particular, podemos determinar se t; é
um ponto de maximo ou minimo local.

A questao central é saber se existe uma férmula anéloga as férmulas acima para funcdes de duas
varidveis. Vamos estudar esta questdo mais de perto. Sejam f : D — R uma funcéo de classe C? defi-
nida no aberto D c R? e (xo, yo) € D. Como f é diferenciével, vale

fxo+h, yo+ k) = f(x0, y0) + { fx(x0, yo) h + fy (X0, yo) k} + 7 (R, k),

onde r(h, k)/V h? + k? — 0 quando (h, k) — (0,0). Como comentamos anteriormente, a expressao que
aparece acima entre chaves é chamada de derivada de f no ponto (xy, yo) nadiregdo (h, k) e é denotada
por d f(xo, o) - (h, k). Assim, a férmula acima pode ser reescrita como

f(x0+h,J/0+k) :f(x())y()) +df(x0,J/0) : (h’k) + r(h’k)

Vejamos como podemos utilizar as derivadas parciais segundas para estudar f. Considere, para (h, k)
fixado suficientemente pequeno, a funcao ¢ : t — f(xo+ th, yo + tk), definida para |¢| pequeno. Pela
regra da cadeia, temos @ (0) = f(xo, yo) € @' (1) = fx(xo+th, yo+1tk) h+ fy(xo+th, yo+tk)k; em particular,
¢'(0) = fx(x0, yo) b+ fy(x0, yo) k. Além disso, pelo teorema de Schwarz,

@"(0) = frex(x0, Yo) h* +2 fry (X0, Yo) hk + fyy (X0, Yo) K°.

A expressao acima é uma fungdo quadrdtica de duas varidveis e pode ser escrita em forma matri-
cial como
(h k Jxx(X0,¥0) [y (X0, Yo) ) ( h ) . M
fry(x0,¥0)  fyy(xo,y0) J\ k
A matriz 2 x 2 que aparece acima é muito importante no estudo de pontos criticos e é chamada de
matriz hessiana de f no ponto (x, o) e denotada por H f(xg, o). A expressao acima é denotada por
dzf(xo, ¥o) - (h, k)?, por conveniéncia.



Aplicando a férmula de Taylor a func¢ado ¢ no ponto ¢ = 0, com um pouco mais de esforco, obte-
1
mos

fxo+h,yo+k) = f(x0, y0) + df (x0, yo) - (h, k) + d* f (x50, o) - (h, K)* + r(h, k),

onde r(h, k)/|(h, k)|?> =0 quando (h, k) — 0. Esta férmula é chamada de férmula de Taylor com resto
infinitesimal (de grau 2) em duas varidveis.

2 Maximos e minimos em conjuntos abertos

Como no caso de funcdes de uma variavel, a formula de Taylor de ordem 2 pode ser usada para estudar
pontos criticos de uma func¢do de duas variéveis.

Antes de mais nada, fixemos a nomenclatura. Dada f : D — R de classe C? definida em um aberto
D c R? e (xp, ¥o) € D, dizemos que (xo, yp) € um ponto de mdximo local (respectivamente, minimo
local) para f se existe um disco fechado B < D centrado em (xy, yo) tal que f(x,y) < f(xo, yo) (res-
pectivamente, f(x,y) = f(xo, o)) para todo (x,y) € Bn D. Se alguma das desigualdades anteriores
valer para todo (x, y) € D, substituimos o adjetivo local por global. Os pontos de mdximo ou minimo
local (respectivamente, global) sdao chamados genericamente de extremantes locais (respectivamente,
extremantes globais).

Exemplos simples como f(x, y) = x, (x, y) € R?, mostram que uma fun¢io pode ndo admitir extre-
mantes locais nem globais.

A préxima proposicdo d4d uma boa dica sobre onde comecar a procurar.

Proposicdo 1 Seja f: D — R uma funcéo definida em um aberto D < R? e (xg, yo) € D um extremante
local para f. Se existem [ (xo, yo) € fy(xo, o) entdo fx(xo, yo) = fy(x0,y0) = 0.

Sendo assim, os extremantes locais de uma funcio de classe C! em um aberto sdo pontos onde
ambas as derivadas parciais se anulam. Tais pontos recebem um nome especial.

Definicdo 2 Se f : D — R é uma funcéo de classe C! definida em um aberto D c R?>. Um ponto
(X0, yo) € D € dito ponto critico para [ se fx(xo, yo) = fy(xo, yo) = 0.

Sendo assim, os extremantes locais (e globais) de uma funcao de classe C!' definida em um aberto
sdo pontos criticos de f. O exemplo clédssico de ponto critico que ndo é extremante local é descrito
abaixo.

Exemplo 3 Sejam f(x,y) = y*>—x? e (x, y) € R%. Evidentemente, o tiinico ponto critico de f é (0,0), mas
este ndo é um extremante local, pois (0,0) é ponto de minimo global para a restricdo de f ao eixo x e
maximo global para a restricao de f ao eixo y.

Seja (X, yo) um ponto critico para a funcio f de classe C?. Aplicando a férmula de Taylor de grau
2 para f, obtemos para todo (h, k) suficientemente pequeno,

fo+h,yo+k) = f(x0,¥0) = fex(x0, Yo) B* + 2 fey (X0, yo) Rk + fyy (X0, o) k* + r (B, k)
d’ f (xo0, o) - (h, k)* + 1 (h, k), @)

onde r(h, k)/|(h, k)|*> — 0 quando |(h, k)| — 0. Se a expressao quadratica acima tiver um sinal definido
para |(h, k)| pequeno, temos a indicacao de que este serd o sinal de f(xo+ h, yo+k) — f (X9, o), uma vez

10 resultado aqui utilizado é o seguinte: Se r é uma funcéo de classe C* definida em um aberto contendo a origem, entdo
r(h, k)

lim =0.
(h,)—(0,0) | (h, k)|?

r e todas as suas derivadas parciais de ordem < 2 se anulam na origem se e so se



que r(h, k) é muito pequeno quando comparado com |(%, k)|?. Isso nos leva a pensar em um critério
que permita decidir se uma func¢do quadratica de duas varidveis tem sinal definido perto da origem.

Lema4 Seja F(h, k) = ah? +2bhk + ck?, onde a, b, c € R sao fixados.

1. O tnico ponto critico de F é (0,0);

2. Sea>0eac—b*>0entio F(h,k) >0 para todo (h, k) # (0,0). Neste caso, existe uma constante
positiva a (dependendo somente de a, b, ¢) tal que F(h, k) = a(h?+ k2 para todo (h, k) € R2;

3. Sea<0eac—b*>0entdo F(h,k) <0 para todo (h, k) # (0,0). Neste caso, existe uma constante
positiva § (dependendo somente de a, b, ¢) tal que F(h, k) < —B(h? + k?) para todo (h, k) € R?;

b ) .
4. Se ac—b? < 0 entdo o sinal de F sobre a reta h = ——k é contrario ao sinal de F sobre a reta k = 0.
a

Prova. O caso a =0 pode ser analisado diretamente a partir da expressao da funcao F. Se a # 0,
completando quadrados obtemos

ac — b?

a

K.

b 2
F(h, k) :a(h+ak) +

As afirmacoes feitas a respeito de positividade decorrem da expressao acima. Para obter as constantes
a e 3, basta observar que a funcao F(h, k) é homogénea de grau 2, portanto, podemos tomar a =
minyz, 21 F(h, k) e B =maxyz,2-; F(h, k). |

No caso em que estamos interessados, os coeficientes a, b, ¢ sdo as derivadas parciais segundas
de f em (xg, yo). Se (xp,)0) é de fato um extremante local para f entdo considerando as restricoes
x— f(x,y0) e y— f(x0,¥), temos, do célculo de uma varidvel que os ntimeros fyx(xo, o) € fyy (X0, yo)
podem ser um deles ou ambos nulos, mas nunca podem ter sinais contrdrios. Dito de outra forma,
temos que

fxx(xoyJ’O)fyy(xo,yo) >0.

Se, ao contrdrio disso, tivéssemos que fyx(xo, yo) fyy (X0, o) <0, entdo, evidentemente o determinante
da matriz Hessiana H f (xy, yp) seria negativo. Portanto (xp, yy) seria mdximo local em uma dire¢do e
minimo local em outra direcao, e portanto, ndo poderia ser extremante local de f. Esta situacao é
bastante comum e inspira a definicao abaixo (conforme o exemplo (3).)

Definicao 5 Dizemos que (xo, yp) € ponto de sela para f se detH f (xo, yo) <O0.

Todas estas observacoes nos permitem concluir o teorema abaixo.

Teorema 6 Seja f: D — R de classe C? definida em um aberto D < R? e (xo, yo) € D um ponto critico
de f. Sao verdadeiras as seguintes afirmacoes:

1. Se fix(x0, o) >0 e detHf(xo, yo) > 0 entdo (xg, yo) € um ponto de minimo local;
2. Se frx(X0, ¥0) <0edetH f(xp, yo) >0 entdo (xo, yp) € um ponto de méaximo local;

3. SedetH f(xg, y0) <0 entdo existe uma direcao ao longo da qual (xo, yp) € ponto de maximo local
e outra direcao ao longo da qual (xp, yo) € ponto de minimo local

4. Se detH f (xo, yo) =0, nada se pode afirmar.



Prova. Observando a equacdo (2) e a propriedade que caracteriza a fun¢do r, podemos escre-

h, k
ver g(h, k) = % e observar que r(h, k) = F(h, k)(h* + k?) e g(h,k) — 0 quando |(h, k)| — 0. Se

fxx(X0,¥0) > 0, entdo pelo primeiro item do lema (4), obtemos a > 0 tal que d? f(x0,y0) - (h, k)? =
a(h? + k?) para todo (h, k) € R?. Logo,

fxo+h,yo+k) = f(x0,%0) = d*f(xo,0)- (h,k)*+r(h,k)
(a+g(h, k) (h* + k).

v

Como g(h, k) — 0 quando |(h, k)| — 0, segue que existe 6 > 0 tal que para todo (A, k) com |(h, k)| < 6,
tem-se a + g(h, k) > 0, portanto, f(xo+ h, yo + k) = f(x0, yo) se |(h, k)| <. Isso significa que (xo, yo) é
um minimo local. A situacdo é completamente anédloga para o caso de méximo local. 1

Observacao 7 (Para quem entende de dlgebralinear) O teorema anterior mostra que o comporta-
mento de f numa vizinhang¢a de um ponto critico satisfazendo as condi¢des do enunciado é essenci-
almente o comportamento da funcao quadratica

d® f (x50, ¥0) - (h, k)* = frex (X0, Yo)h* + 2 fiey (x0, Yo) Bk + fyy (X0, Yo) K.
Como observamos anteriormente (veja a expressao (1)), esta funcao pode ser escrita como
G(u) ={u, Hu),

onde u = (h, k), {-,-) denota o produto interno usual e H é operador linear em R? cuja matriz na base
canodnica é a matriz hessiana de f no ponto (xy, yp). Podemos estudar o sinal da fun¢do G usando fer-
ramentas de 4lgebra linear. Lembramos que, como a matriz hessiana é simétrica, entao seus autovalo-
res sdo ambos reais, digamos 11, A,. Os autovalores sdo raizes da equacao polinomial det(H — A1) = 0.
E bem sabido que esta equacdo polinomial pode ser escrita como

A —(trEDA+det H=0,

onde tr H denota o tracode H. Assim, 1A, =det He A;+A, = tr H. No caso det H > 0, segue que 11, 1,
sdo ndo-nulos de mesmo sinal. Se assumirmos que fy(xo, yo) > 0 entdo necessariamente fy, (xo, yo) >
0 (senao, nao teriamos det H > 0!), e portanto tr H > 0. A reciproca também é verdadeira, pois se
assumirmos que tr H > 0, entdo, como det H > 0, 0os numeros fy.(Xo, o) € fyy(xo, yo) > 0 devem ter
o mesmo sinal. Como 0 < trH = fyx(Xo, Yo) + fyy(X0, ¥o), segue que fyx(xo,y0) > 0 € fy(x0, y0) > 0.
Portanto, a hipotese fyx(xo, ¥o) > 0 (fxx(X0, o) < 0)no primeiro (segundo) item do teorema pode ser
substituida portr H >0 (tr H > 0). Se 1; = 1, = A, entdo T = 11, e, portanto, a positividade da funcao
G depende somente do sinal de A. Caso A; # A,, podemos tomar vetores unitarios uy, u, € R? tais que
Tu; =Au; e Tup = Aup. Como H € simétrica, segue que u; e up sdo ortogonais, e portanto, {ug, up} €
uma base ortonormal de R2. Dado u € R?, escrevendo u = x; 11 + X2 Uy, temos entio

G(u) = L1 x5+ Ao x5,

No caso det H > 0, temos que 13, 1, tém o mesmo sinal, e portanto, segue imediatamente da expressao
acima que (0,0) € um ponto de méaximo local se 1; < 0 e minimo local se 1; > 0. Se det H < 0 entdo
A1 e A, tém sinais distintos, digamos 1; > 0 e 1, <0, portanto, G admite um minimo em (0,0) quando
restrita a reta x, = 0 e um méaximo em (0,0) quando restrita a reta x; = 0.

Se det H = 0 entdo A; = 0 ou A, = 0. Exemplos distintos desta situagdo sdao G(u) = xf (minimo) e
G(u) = —x% (maximo); evidentemente, nada se pode afirmar sobre a natureza do ponto critico nesta
condicao.



3 Maximos e minimos em conjuntos compactos

Como vimos anteriormente, nada garante que uma funcao definida em um aberto admita extreman-
tes locais ou globais, porém, em diversas situacdes praticas, seria muito conveniente adicionar pon-
tos ao dominio para que a fun¢do admita extremantes. Por exemplo, a fun¢do f(x,y) = x ndo admite
extremantes no dominio D = {(x,y) : 0 < x <1, 0 < y < 1}, mas se adicionarmos as bordas a D, ob-
servamos que os pontos da forma (0, y), 0 < y < 1, sdo minimos globais e os pontos da forma (1, y),
0 < y <1, sao méaximos globais.

Evidentemente, ndo se pode esperar muito no caso em que f seja descontinua; por exemplo,
flx,y) = (x% + yz)_l, f(0,0) =0, definida no disco de centro (0,0) e raio 1 ndo admite maximos lo-
cais. A funcao f(x,y) = (x% + yz)_1 definida no dominio R?\ {(0,0)} nio admite nem maximos nem
minimos locais, mas é continua.

Assim, vemos que a continuidade de f, alimitacdo do dominio e a inclusao das bordasno conjunto
sdo condicoes que, sozinhas, ndo bastam para garantir a existéncia de extremantes para f. Por isso,
para encontrar condi¢des que garantam existéncia de extremantes, devemos abrir mao de considerar
apenas funcoes definidas em abertos e passar a considerar fun¢des definidas em dominios genéricos
de R?. Fixemos algumas notagoes.

Dada f: D — R de classe C? definida em um dominio D c R? e (xo, yo) € D, dizemos que (xo, yo) é
um ponto de mdximo local (respectivamente, minimo local) para f se existe um disco fechado B < D
centrado em (xo, Jp) tal que f(x, y) < f(xo, yo) (respectivamente, f(x,y) = f(xo, yo)) para todo (x,y) €
Bn D. Se alguma das desigualdades anteriores valer para fodo (x,y) € D, substituimos o adjetivo
local por global. Os pontos de maximo ou minimo local (respectivamente, global) sao chamados
genericamente de extremantes locais (respectivamente, extremantes globais).

O teorema abaixo estabelece uma classe de fun¢des e dominios para os quais podemos garantir,
em geral, a existéncia de extremantes.

Teorema 8 (Weierstrass) Se D é um conjunto fechado elimitado e f : D — R é continua entao existem
(X0, y0), (x1, y1) € D tais que
f(x0,y0) = f(x,y) < f(x1, 1)

para todo (x, y) € D. Em particular, (xp, o) € um ponto de minimo global para f e (x;, y;) € um ponto
de méaximo global para f.

O enunciado e a demonstra¢dao do resultado acima sao muito relevantes do ponto de vista do
desenvolvimento conceitual do Célculo e da Anélise Matemadtica. Este resultado foi enunciado e pro-
vado somente no século XIX pelo matemaético alemao Karl Weierstrass e ilustra bem o método famoso
de caca ao ledio. Um conjunto fechado e limitado em R? é dito compacto.

Um tipo de problema muito comum € o de determinar os extremantes locais/globais de uma fun-
cdo de classe C? em um disco fechado ou em um retangulo fechado. Pelo teorema de Weierstrass,
sabemos que estes extremantes sempre existem, por isso, separamos a busca em duas etapas: em
uma delas, procuramos 0s maximos/minimos no interior do conjunto utilizando o teorema (6) e na
outra, estudamos a funcao na fronteira do conjunto.



