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¢ Ndmeros complexos
1. Efetue as operacdes indicadas abaixo:
. . 1 1+2i 1-i
(@ A+H1-1) £ K i
O Therocn Wit
(b) B+2i)(5-1i)(4-6i) @ (1-0%2+10)? (1+20)32—0)?

)

(-1-931-1)?

(© (A+20)-@-i)(-2-i) g 120, 2L

(d) = 6 G+ ird -y (1+/3i)1013

1+ _ N2(1 — 714 +v3i
(=1+0)=(1-1) (n) Im (W)

2-1@2-5i)+(-1-1) - .12 13

(© 3-2i () C1+V3DEa+ (0) 1+i+i2+i%+...+i%0%

2. Calcule as poténcias indicadas abaixo:
(@ (1+D)7 © 1-0'" (e) (V3+1)*%°
(b) -2 d (-1+H"7 () (—1+V3i)*0%

3. Determine as raizes quadradas do numero a + bi, com a,b € R.
4. Determine todas as raizes da equacio z* + az? + b=0, para a,be R.

5. Determine todos os niimeros z € C tais que z” = w (raizes n-ésimas de w) para os valores abaixo

dene w:
® n=2,w=-1 @® n=3,w=2i
@ n=3,w=8i ® n=3,w=1+1
® n=2,w=i ® n=4,w=1-1

6. Fatore os polindmios abaixo em termos das suas raizes (reais ou complexas):



@ p(x)=x*+1 @ px)=x>+1
@ px)=x>+x*+x ® px)=x*+1

@ px)=x+x-2 ® px)=x*+4

7. Verifique que as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras para todos z, w € C:

(a) |z|> =Re(2)* +Im(2)* 1z
(0) —=—

(b) |Re(2)| <|z| z |zl

(©) |Im(2)| <|z| (p) Re(z+ w)=Rez+Rew

(d) |zl =zl

@ llzl=lwll=lzxw| < |z +|w|

(@) Re(iz)=-Imz

(r) Im(iz) =Rez

) |lzw|=|z||w| () Im(z+zw)=Imz+Imw

(g) Re(zw)=RezRew —ImzImw () Rez:l(z+a

(h) Im(zw) =RezImw +ImzRe w 21

(i) |Z|:\/ﬁ (w Imz:ﬂ(z—E)

() z+w=z+w W) |2+ wl? = |z £ 2Re 210 + |w?
k) zw=zw

- (w) |Rez|+|Imz|S\/§|z|
M z"=z" 1. 2

=~ 3 ) IZWISE(IZI +|wl?)
m) (£]==

wew - (y) Re(z®) = (Rez)? - (Imz)*

1-z
M) 1+z+2z°+...+2" 1=
1-2z

(z) Im (2% =2RezImz
8. Verifique que se A e Re z € C, entdo as igualdades abaixo sao verdadeiras:

® Re(A1z) =ARez
@ Im(Az)=Almz
@ Se Re(zw) = Re(z) Re (w) entdo pelo menos um dos niimeros z ou w € real.

@ SeIm(zw) =Re(2)Im(w) entdo z€ Rou w =iA, paraalgum A € R.

1\ Rez 1 1
® Re|[—|=—=,sez#0 @ Re(z)Re|—|=1+Im(z)Im|—|,se z#0
z |z|2 z z
Re(z Imz
(2) + =0,sez#0
1 Imz 1 1
® Im|—|=——-,sez#0 Re|—| Im]|-
z |z|2 z z

9. Uma propriedade essencial da relacdo de ordem = no conjunto R é o fato que x? > 0 para qual-
quer x € R. Verifique que nao é possivel introduzir uma ordem = em C que possua esta mesma
propriedade.

10. Verifique que as afirmacoes abaixo sao todas equivalentes a respeito de um nimero z € C:

® zeR;



@ z=Rez;
® Imz=0;
@ |z|=|Rez|.

11. Verifique que, se w € C, w # 1, é uma raiz n-ésima da unidade entao

4o+’ +...+0" =0

12. Dados z, w € C, verifique que:

® Re(zw) = |z||w| se e s6 se arg(z) —arg(w) = 2kn para algum inteiro k.

@ |z+ w|=|z|+|w| se e s6 se arg(z) —arg(w) = 2k para algum inteiro k.

® |z—w|=1lz]—|wl|| se e s6 se arg(z) — arg(w) = 2knx para algum inteiro k.
13. Aplicando a identidade

n+1
2 n_l—z
l+z+z°+...+2" =

1-z
ao numero z = cosf + isenf € C, com 6 # 0, +2m, +4m,..., prove as identidades abaixo:
1 sen(n+ %) 0
® 1+cosf+cos20+...+cosnf=—+———"—
2sen (g)
9) cos(n+ %) 0

1
@ senf +sen26 +...+sennf = —cotg (— +
2 2 2sen (g)

14. Faca um esboco gréfico das regioes abaixo descritas e as classifique em aberta/fechada, limi-
tada/ilimitada, conexa/desconexa:

(@ D={zeC:|Rez|<1} (g D={zeC:Re(z?) =<1}

(b) D={zeC:Rez=<1} (h) D={z€eC: Re(z?) = -4}

(0 D={zeC:1<|z| <3} () D={zeC:lz—-1|>|zl}

(d) D={zeC:|z-3+i|<2} 0 D:{Zd;; i: 51}

(e) D={zeC:0<argz<=mn/6} -2

) D={zeC:Re(z?) >0} (19 D:{zeC: P :a},coma>0

v¢ Fun¢des complexas

15. Determine a parte real e a parte imagindria de cada uma das funcoes abaixo:

D flz2) =2 ® f(z)=(z-1i)°
&) f(z):zzz—l ® f(z):L+1
z—-1 =z
z—1 -
® f(z)zz+1 ® f(z)=(z-1)(z+2)



16. Determine os limites abaixo, se existirem:

.zl 3z%+1—cos(|z])
(@ lim— li
z—0 Z ® Py 2z2—1In(1+|z|)
A o 1-2
(b) £1£I(1)z (h) ?E(l) =
. zl? (Re 2)*
(¢ lim— i) li
z—0 Z (1) E% 1zl
%1 . Imz
@ O
. sen(|z]) 5 o, 4
(e lim —=V @ lim 22°—-3z2"-2z+1
=0 z z—oo  zZ34z2-1
Z2—(i+1Dz+i 473 +2z* +5
f) li iy — 7~
R L g

17. Verifique que as func¢des abaixo nao sao diferencidveis (no sentido complexo) em nenhum ponto:

@ fla)=2
@ f(z)=Rez
® f(z)=Imz

18. Dentre as funcoes abaixo, somente uma é diferenciavel (no sentido complexo) em todos os pon-
tos de seu dominio. Qual delas? Justifique sua resposta.

® filz)=2°Z*+Rez

2z+3
@ fa(z) = o

2
® f3(z) =arctan(e’ > +4seny) +i (egx y+ +4x5y6), zZ=x+1y

19. Determine as expressoes para as derivadas das func¢oes abaixo em todos os pontos de seu do-

minio:
. 1 Z2+z-1
vr@=1; OI@=Tm
223 -3z+2
@ f(z)=3z"-2z-1 @ f(Z)ZW

20. Verifique que a funcao f : C — C dada por f(z) = /Ixllyl, z = x + iy, satisfaz as equacoes de
Cauchy-Riemann em z = 0 mas ndo é diferenciavel (no sentido complexo) neste ponto.

21. Verifique se as func¢oes a seguir possuem derivada no sentido complexo nos pontos de seu do-
minio. Determine o valor da derivada, quando existir:

@ fle)=z @ f(2)=x+2y+ixy*, z=x+1iy
@ flr)=2z-2 ® f(z)=e*cosy+ie‘seny,z=x+iy
® flz)=2x+ixy*, z=x+1iy ® flo)=x*+iy*, z=x+iy



@ f(z)=z",neN ® f(z)=zlmz
1
f(Z):;

22. Consideremos em R? o sistema usual de coordenadas polares (r,8) dado por

23.

24.

25.

rcosf
rsend

Ly

Assim, uma funcao u = u(x, y) pode ser pensada também como funcao das variaveis (r,0) por
meio da expressao u = u(r cos6, rsenf). Neste exercicio, vamos verificar como ficam as equa-
¢oes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares.

@ Usando aregra da cadeia, verifique que u, = uy,cosf+uysenf e ug = —ru,senf+ru, coso.

@ Resolvendo para uy e uy o sistema linear formado pelas duas equagdes acima, verifique
que Uy = u,cosf — %ugsenﬁ e uy = u,senf + %ue cos®f.

@ Admitindo que uma fun¢ao complexa f = u+iv satisfaca as equagdes de Cauchy-Riemann

(ux = vy € uy = —vy), verifique que

1 1
Ur=—Upe€ Ur=——1Ug.
r r

Estas sdo as equacgoes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares.

Consideremos a funcao
1/2
fl)=2z"7,

definida como f(z) = r'/?(cos(0/2) + isen (0/2)) para todo z = r(cos8 + isen), no dominio D =
{zeC:r>0,0<0<2nr}. Usando o exercicio anterior, verifique que f possui derivada em todos
os pontosde D e

Faca o mesmo procedimento do exercicio anterior para a funcio f(z) = z!/", neN, n > 2.

Seja f : D — C uma funcao diferencidvel, com D conexo. Verifique que as seguinte afirmacgoes
sdo verdadeiras:

@ Se Re f é constante entdo f é constante.

@ SelIm f é constante entdo f é constante.

@ Se |f| é constante entdo f é constante.

@ Se f é diferencidvel entdo f é constante.

® Se f'(z) =0 paratodo z € D entdo f é constante.

® Se D =C, entdo a funcao g dada por g(z) = f(z) é diferenciavel.



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Seja f : D — C uma funcdo diferencidvel e zp = xo + i yp € D. Verifique que

F(20) = ux(x0, yo) + ivx (X0, yo) = vy (X0, Yo) — i1ty (X0, Yo) -

Y¢ Fun¢oes harmonicas

Uma funcéo ¢ : D — R é de classe C? se existirem e forem continuas em D as derivadas parciais
de ¢ até segunda ordem, i.e., se existirem e forem continuas em D as fungoes @y, ¢y € @y, = @y .
Uma tal funcao é dita harmoénica em D se satisfizer a equac¢ao de Laplace

AP =@xx+@yy=0.

Verifique que se f é uma funcao diferencidvel em D entdo as partes real e imaginéria de f sdo
funcoes harmoénicas em D.

Dadas duas fun¢oes harmonicas u, v : D — R, dizemos que estas sao conjugadas se existir uma
f : D — C diferenciédvel (complexa) tal que u = Re f e v = Im f. Verifique que as funcdes abaixo
sdo harmonicas e encontre uma conjugada harmonica para cada uma:

@ ulx,y)=2x(1-y) ® ulx,y)=x*-y>-x
— 9y 43 2
@ u(x,y)=2x—x"+3xy ® ulx,y) = 2J/ ~, (%,7) # (0,0)
® u(x,y)=sinhxseny Xo+y
@ u(x,y)=senxcoshy @ u(x,y):x3+2x—3xy2

Verifique que se u, v sdo conjugadas harmonicas, entdo (—v,u), (—u,v) e (v,u) sdo pares de
func¢des conjugadas harmoénicas. Verifique também que v + ¢ é conjugada harmonica de u,
para qualquer constante c € C.

1
Determine uma conjugada harménica v para a funcao u(x, y) = Eln(x2 +7%), (x,3) # (0,0) no

maior dominio possivel D. E possivel construir v em todo o dominio R2 - {(0,0)}?

Verifique que se u : D — C é uma funcao harmoénica e D é um retdngulo ou um disco, entao
€ possivel construir uma conjugada harmonica v : D — C para u. Constraste este resultado
com o exercicio anterior. Existem outros tipos de dominio D nos quais o resultado continua
verdadeiro?

Neste exercicio, vamos determinar o operador de Laplace em coordenadas polares. Para isso,
seja u = u(x, y) uma funcao em D e consideremos em D o sistema de coordenadas polares usual
(r,0). (Veja o exercicio (22)).

@ Derive novamente as expressoes obtidas no primeiro item do exercicio (22) e conclua que

1 1
Au: u_)cx+uyy:ﬁu09+;u,‘+u,‘r.



@ Use o item anterior para mostrar que se u ¢ uma funcao harmonica radial, i.e., que s6
depende da variavel r, entao existem constantes a, b € R tais que

u(x,y) = aln(\/x2 + 2

33. Sejam u, v sdo conjugadas harmonicas. Verifique que as curvas de nivel de u e v se intersectam
ortogonalmentenos pontos onde f = u+ iv tem derivada ndo nula.

+b.

34. Verifique o fato descrito no item anterior para u = Re f e v = Im f nos seguintes casos:

z—1
@ f(z)_z+1
@ f(2)=2z?

1
©) f(Z)—g



