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Lista2
v¢ Funcdes elementares
1. Prove as seguintes afirmacoes:
® e"+1=0 ® e*=1seesdsez=2kni,ke”Z
@ |e*|=e'*>0,z€C ® e =e% seesbsez=w+2kni, para al-
@ e“eRseesdoselmz=km, keZ gum k € Z.
@ ezeiRsees()seImz:(k+% mkeZ @ liMpe, . oo e® =0

2. Determine todos os valores de z € C tais que:

@ ef=-2 @ e**1=1
Q@ e*=i ® e =1
® e*=1+iV3 ® 22—

3. Mostre que:

2

1. sen?z+cos’z=1 16. |sinhx|<|coshz|<coshx,sez=x+1iy
2 _ 2 : 1.2 _ : 1
2. |senz|” =sen“x+sinh®y, z=x+1iy 17. sen(z+w)sen(z—w) = 5 (cos(2w) — cos(2z))
3. |cosz|2:c032x+sinh2y,z:x+iy 1
4. sen(z+ w) = senzcosw + Sen wcos z 18. cos(z+w)cos(z—w) = 7 (sen (2w) —sen (22))
5. cos(z+ w) = cOSzCcos w — sen zsen w 19. cosz=coswseeséseztw=2kn, ke”Z
6. sen(—z) = —senz 20. senz = senw se e sO se z— w = 2km ou
z+w=02k+1)mn, kez
7. cos(—z)=cosz
T 21. |sinhz|? = sinh?® x + sen®y
8. sen(——z):cosz 3 1D )
2 22. |coshz|* = sinh” x + cos” y
9. senz=0seesodsez=nm, nﬂeZ 23. sinh(iz) = isenz
10. cosz:Oseesosez:nn+§,n€Z 24. cosh(iz) = cosz
11. |sinhy|<|senz|<coshy,sez=x+1iy 25. sen(iz) = isinhz
12. |sinhy|<|cosz|<coshy,sez=x+1iy 26. cos(iz) =coshz
13. cosh?z—sinh?z=1 27. sinh(z + i) = —sinh z
14. |senx|<|senz|,sez=x+iy 28. cosh(z+mi) = —-coshz
15. [cosx|<|cosz|,sez=x+iy 29. tanh(z+ i) =tanhz



4. Determine todos os valores de z € C que satisfazem as equacoes:

@

@ ® ©® O

cosz=1
cosz=3
senz=4
cosz=1
coshz=1/2

® Q@ @

® ©

5. Prove as identidades abaixo, paraz,weCe x,y € R:

© ® N e gk W=

—
e

sinh(z+ w) = sinh zcosh w+sinh wcosh z
cosh(z+w) = cosh zcosh w+sinh wsinh z
sinh(-z) = —sinhz

cosh(—z) =coshz

cosh(2z) = cosh? z + sinh? z

sinh(2z) = 2sinh zcosh z

sinh(x + iy) = sinhxcos y + isen ycosh x
cosh(x+iy) =coshxcosy+isinhxseny

sinhz=0seesb6sez=kni,keZ

1
coshz:Osees()sez:(k+5)ni,k€Z

v¢ Funcdo logaritmo

6. Determine os valores de:

® logl

@ log(-2)

@ logi

@ log(—1i)

® log((-1)1'3)

7. Determine os valores de:

@

el

@ 2!

®
)

(1- i)Si

(1 + l')2i+3

11.

12.

13.

sinhz=1i
coshz=-1
sinhz=0
coshz=0

tanhz =0

sinh(z+w) sinh(z—w) = % (cosh(2z) — cosh(2w))

sinh(z—w) cosh(z+w) = % (sinh(2z) — sinh(2w))

coshz = coshw se e s6 se z+ w = 2kmi,
keZ

. sinhz=sinhwseesésez—w=2kmiou

z+w=0Rk+1)rmi,keZ

. cosh(2z) = cosh? z + sinh? z

. sinh(2z) =2sinhzcosh z

® log(1+1)
@ log(ei)
log(v/3+1)
® log(v3-1i)
log(1—1)

® i~

4i

@ 21+i
@ (-1)V2
(_1)1/7‘[

8. Sejam a, b,z € C, com z # 0. Considerando os valores principais das poténcias envolvidas, mos-
tre as igualdades abaixo:



9.

10.

11.

12.

13.

14.

1 _
@ —=z1°
Za
a
® Z_:Za-b
Zb

@ (Za)b — Zab
Calcule a derivada das funcoes abaixo:

2% —senz

1+ 2%
D f(z)= @ f(z):log(l_—;)

® f(z)=2z""*—(senz)”

ZZ _ eZz

cos(z?) +sinhz
@ f(z)= e~ FH00SZ tanh 7

® f(z)=2z° ® f(z)=

sechz+n

v« Funcgoes trigonométricas inversas

Mostre que as fun¢des multivalentes abaixo verificam as identidades indicadas:

@ arcsinz=—ilog(iz+(1-2z%)"?)

@ arccosz=—ilog(z+ (Z% - 1)”2)

1 i+z
@ arctanz = —log )

11—z

Use as expressoes do exercicio (10) para resolver as equagoes abaixo:

® cosz=3
@ senz=1i
® tgz=2

Encontre expressoes explicitas (como no exercicio anterior) para as funcoes multivalentes a se-
guir:

@ f(z)=arcsecz

@ f(z) =arccotgz

® f(z) =arccosecz

Determine as derivadas das funcoes definidas nos exercicios (10) e (12).

Determine os valores de:

@ arctan(2i)
@ arctan(l+1)
@ arctanh(i)
@ arccosh(-1)



® arctanh(0)

15. Determine expressoes explicitas (como as do exercicio (10)) para as func¢des trigonométricas
hiperbélicas inversas abaixo:

@ f(z)=arcsinhz
@ f(z)=arccoshz
@ f(z)=arctanhz
@ f(z)=arcsechz
® f(z)=arccothz

® f(z)=arccosechz

v¢ Integrais de linha de funcées complexas

16. Determine o valor de f f(z2)dz em cada um dos casos abaixo:
Y

1.
2.

9.
10.

f(2)=z*+1ey éosegmento deretaqueune0e 1+ i

f(2) = 2> + 1 ey é areunido dos segmentos de reta unindo 0, 1 e 1, 1 + i

z+1 . : . . . -
f(z) = —— ey é o circulo de centro na origem e raio 3 orientado no sentido anti-horério.
z

z+1 ) ~ ) . . : :
f(z) = —— ey é a porc¢do do circulo de centro na origem e raio 1 contida no semiplano
z

superior, orientada no sentido anti-horério.

f(z2) = e* ey é osegmento de reta unindo 7i e 1.

f(z) = e* ey é afronteira do quadrado [—-1,1] x [-1, 1] orientada no sentido horério.

flz) = é e v é qualquer curva que nao passa pela origem e une os pontos z; e z (ambos
ndo nulos)

f(z)=zsen(z?)eyéacurvay(t) = (1+1%) +(e'i),0<t=<1

f(2) = e**? onde y é o semicirculo y() =3e',0<t<n

f(z)=z*+3z°—z+senzondey é a curva y(1) = cos(t?) +i(sen(?) +1),0< <1

17. Use o Teorema de Cauchy-Goursat para mostrar que as integrais abaixo sao nulas (em todos os
itens, y € a circunferéncia de centro na origem e raio 1 orientada no sentido anti-hordrio):

18.[ £ _dz 20. fzcosh(zz+1)dz
yZ2—95 y

2
senz — e? 523 +2+2
y 2°+3 y zc—4



22.

23.

24.

25.

26.

27.

Se y é uma curva orientada no sentido anti-horario que delimita uma regidao que contém em

. . . dz
seu Interior a origem, mostre que — =27mi.
Y Z

Y« Formula integral de Cauchy

Seja y uma parametrizacao positivamente orientada do circulo |z| = 3 e suponhamos que

2wl —4aw-1
f(z):f—w W dw
y w-z

para todo z € C com |z| # 3. Determine os valores de f(2) e f(z) para z€ C com |z| > 3.

Seja D uma regido em C cuja fronteira é parametrizada pela curva simples y, orientada no sen-

tido anti-horério e consideremos a funcao g
3
w+3w-—1
g2)= | ——dw
y w-2z

definida em todo C, exceto sobre os pontos da fronteira de D.

@ Mostre que g(z) =0se w ¢ D.

@ Mostre que g(z) = 6miz se z pertence ao interior da regiao D.

) dz )
Determine f para as segulntes curvas Y:

y 22 —4z+3

@ v é acircunferéncia |z| = 4 orientada no sentido horério.
@ vy é acircunferéncia |z| = 2 orientada no sentido anti-horario.

@ vy é acircunferéncia |z — 4| = 2 orientada no sentido anti-hordario.

4z+1)dz
Determine f ( 2+(25)( 2) 2243 para as seguintes curvas y:
y (2 z¢—4z

@ vy é acircunferéncia |z| = 4 orientada no sentido horario.
@ vy é acircunferéncia |z| = 2 orientada no sentido anti-horario.

@ vy é acircunferéncia |z — 4| = 2 orientada no sentido anti-hordario.

Seja y a parametrizacdo da fronteira do quadrado Q cujos lados estao sobre as retas Rez = +2 e

Im z = +2 orientado no sentido anti-horario. Calcule as integrais a seguir:

— ¢
@ fe—_dz @f g(Z/.ZZ)dz
y 2—Ti/2 y (2—1)
f cc;sz . ® s1nhzdz
y 2(z° +8) y Z4
@f il dz ® f%dz,nel\l
y2z+1 y 2"



28.

29.

30.

31.

Calcule as seguintes integrais de linha:

COoSz

. Wd z onde y é a circunferéncia | z| = 2 orientado no sentido anti-horario
y(z—-m

eZ
2. f mdz onde vy é a circunferéncia | z| = 3 orientado no sentido anti-horério
y (z=1(z~-

n
z . . o . . . . L.
3. f Wdz onde vy é a circunferéncia |z| = 2 orientado no sentido anti-horério
y(z—a

2
o+ . a . . . . ‘.
4. f Wd z onde y € a circunferéncia |z — 2| = 1 orientado no sentido anti-horério
y &~

22°+ 7% +4 L A . . : -
————dz onde y é a circunferéncia |z — 2| = 4 orientado no sentido anti-horario
Y

4 +4z

D

. f Re(z%)dz onde y é a fronteira do triangulo de vértices 0, 2 e 2 + i orientada no sentido
Y

anti-horario

Z

e z . . .~ ~ . A . .

7. f 5 1dz onde y € a curva obtida a partir da reunido das circunferéncias de raio 1 e
Y&~

centro nos pontos z =1 e z = —1, sendo a primeira delas percorrida no sentido anti-horério
e a segunda percorrida no sentido horério.

8. f Re (z)dz onde y é a semi-circunferéncia superior de raio 1 e centro na origem, orientada
Y

no sentido de 1 para —1

dz
9. onde v é a elipse de equacdo x* +4(y —2)* = 4 orientada no sentido anti-horario.
y 22 +4

2-senz ) : A - . : .
10. | ———— onde y € a fronteira do retangulo de vértices nos pontos 2 +2i, —2+2i, -2 - 2i
y 2°-2

e 2 —2i orientada no sentido anti-horario.

cosz
11. f onde y é a fronteira do quadrado delimitado pelas retas Rez = +1 e Imz = +1
Y

3
z
orientada no sentido anti-horario.
z3 + Sen Z z . A z . . .
12. NZENEN onde y é a fronteira do tridngulo de vértices nos pontos +2 e 2i, orientada no
y &— 1
sentido anti-hordario.
ZZ
e z . P . . .
13. f 22202 onde y é a fronteira do quadrado de vértices nos pontos +3, +3i, orientada
y ”&— 1

no sentido anti-horario.

Dado n € Z, n # —1, mostre que f z""dz = 0, onde y é uma curva fechada qualquer que nao

Y
passa pela origem.

Seja y a circunferéncia |z — i| = 2 orientada no sentido anti-horério. Determine:
dz dz
@ f > dZ @ f ﬁdz
yz°+4 y (22 +4)

Seja y a circunferéncia |z| = 2 orientada no sentido anti-horério. Determine f f(z2)dz nos se-
Y

guintes casos:



5 2008 16 03 3z+5

= f(z):z1975+z1977_z—1/2+z ® f@= Z2+z
z ec
@ fla)=+ @ f(z2)=
|zl 1@ Z22+z
32. Calcule:
z
@ —ldz onde yr € a circunferéncia de centro na origem e raio R > 0 orientada positiva-
YR 12
mente.

z ) - . L ) . .
@ f —dz onde y é areunido das semi-circunferéncias superiores de centro na origem e raios
yZ
R»> >0 e R; > R, com os segmentos de reta unindo os pontos —R;,—R» e Ry, Ry, orientada
no sentido anti-horario.
33. Dados ntumeros reais a, b > 0, considere a elipse de equacado

2 .2
x
LY
a’  b?

@® Encontre uma parametrizagao y desta curva no sentido anti-horério.

d
@ Calculando a integral f —Z,mostre que
y 2

fzn do _2n
o a?cos20+Db%sen20 ab’
34. Calcule f Im (z%)d z nos seguintes casos:

Y

@ vy é o segmento de reta unindo 0 a 2 +4i;

@ y é aparabola y = x> entre os pontos 0 e 2 +4i.

O que podemos concluir sobre a funcéo f(z) = Im (z?)?

35. Sejam D uma regido fechada em C cuja fronteira é parametrizada pela curva simples 7y, orien-
tada no sentido anti-horario e f uma funcao analitica definida em um aberto contendo D

@ Se w ¢ D, mostre que Mdz =0.
Y&~
!

@ Se w nao pertence a fronteira de D entao Mdz = fi)zdz.

yZ—w y (z2—w)

(n)
® Generalize a férmula acima, obtendo f 7@ dz=n! &

Y Z—W Y (Z - W)n

36. Seja y uma curva fechada simples, D a regido fechada delimitada por y e z;, 2z, pontos distintos
no interior de D.



37.

38.

39.

40.

41.

® Dada qualquer f analitica num aberto contendo D, mostre que

1— 22 f(2)

2ni Jy (z—2z1)(z2—22)

flz) = flza) + 2

@ Usando a identidade do item anterior, é possivel construir uma prova do teorema de Liou-
ville, nas seguintes linhas.

Dada f : C — C analitica tal que | f(z)| < M, para todo z € C com |z| < R, tomando z; = z,
zo = 0 e Yy = yg a circunferéncia de centro na origem e raio R’ > R orientada no sentido

anti-horario, tem-se
£ = f0)+ zif fw) dw,

21t Jyp (W—-2)w
portanto,
z f(w)
- f(0 da
(2~ F(0) ZHLLW(W—ZNU ul
< |z| |f (w)] duwl
21 Jyp lw = zl|w]
R M
< — | = ldwl
2 Jy,, (R"—R)-R
R

M !
= ————@2nR=M

— —0,seR —0.
2n (R'"—R)-R' R —-R

Sejam D={ze€C:0<Rez<2m, 0<Imz<1}e f(z) =senz. Determine o valor maximo de |f]|
em D e o(s) ponto(s) onde este valor é assumido.

Se D é um subconjunto fechado e limitado de C, determine em que pontos de D a funcao |f]|
assume seu valor méximo, onde f(z) = e°.

Determine os pontos de maximo e minimo para | f| em D, onde f(z) = (z+1)?> e D é o triangulo
com vértices nos pontos z=0,z=2ez=1.

(Teorema do médulo méximo para funcoes harmonicas) Seja u : U — R uma funcao harmoénica
em um aberto U c R?. Mostre que se (X, yo) € U é tal que u(xo, yo) = u(x, y) para todo (x,y) € U
entdo u € constante. (Dica: se v é uma conjugada harmonica para u, aplique o teorema do
modulo méaximo a fung¢do analitica e/, onde f=u+iv.)

Neste exercicio, vamos enunciar um resultado andlogo o teorema do médulo méximo para pon-
tos de minimo de uma func¢ao analitica.

@ Mostre que se f(z) = z, z€ D, com D o disco unitério, entao | f(0)| = 0 < |f(z)| para todo
z € D. Isso mostra que os pontos de minimo de | f| em D podem ser interiores a D sem que
necessariamente f seja constante.

@ Seja f uma funcdo analitica em um aberto contendo o conjunto fechado e limitado D
e suponhamos que f(z) # 0 para todo z € D. Mostre que os pontos de minimo de |f]|
pertencem a fronteira de D.



