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vt Séries de poténcias

1. Determine as séries de Maclaurin das funcdes abaixo:

@ f(z)=¢" (i) f(z) = zcosh(z?)
(b) f(2)=e* () f(2)=sen’z
(c) f(z)=senz
@ ;(z) _senz (k) f(z)=sechz= -
(e) f(z)=cosz D) f(2) = 1

l1—-cosz .

= h
#) f(2) (m) ()= sinh z
(g) f(z)=sinhz
(h) f(z) =coshz (n) f(z)=secz= !
coSz

2. Obtenha a série de Laurent de cada f a seguir no dominio D indicado:

1
(@ f(z)= g f(a)= yDilz|>1
z(z—1)
(b) f(z)= (h) f(z)= Ll_z% D:1<|z|<2
J— 1 . 3 —_— 1 .
() f(z)——z(l_ ),D.IZI>1 i) f(z)= —E,D.|z|>2
Z
(d) f(z)=———,D:|z|>0 ) f(z):m,D:0<lzl<l
l/z 1
(e) f(z)=—-,D:z|>0 k) f(Z):m,DI|Z|>1
1 1
f =——,D:0 1 = = :
@ f(2) o <lz| < () f(z)=cosechz SinhZ,D O<|zl<m

3. Considere f(z) = sinh(z?%), z€ C.

@ Obtenha a série de Maclaurin de f.
@ Mostre que £ (0) = 0 para todo n impare " (0) = 0 para todo m muiltiplo de 4.

4. Obtenha os primeiros termos das séries de Taylor/Laurent das fun¢oes abaixo (em torno da
origem):



1
(@) cosecz=—+—z+

1 1 3 1 1 7 4 31 o
———|Z’+... ==+ —z+—2Z" + zZ2+..,0<|zl<m
z 3! 5! (3)2 z 6 360 15120
1 1 1 1 1 4
(b) =———4+—z—-——2"+..,,0<|z| <27
e -1 z 2 12 720
1 2 17
(c) tgz:z+—z‘°’——zs+—z7+...,|z|<7r/2
3 15 315
1 5 61
d) secz=1+-z22+—z*+—2%+.. |zl <7/2
2 24 720
1 1 1 4 2
(e) cotgz=———-z——z R L,0<|zl<m

3 45 945

v¢ Singularidades e Residuos

5. Para cada funcdo a seguir, determine o tipo de singularidade que a mesma apresenta em z
(polo de ordem m ou singularidade essencial) e calcule o residuo de f em z = zj:

2 1
(a) f(z)=—Z2Z(Z+_1D,ZO:O (h) f(z) =zsen (2),z0:0
2 ) _ cosz
O f@)= 2z =1 W j@==2=0
ZZ(Z_D : 1/z
enz G) f(r)=e "%, 20=0
© f(@)=——,20=0
f 2 0= (k) f(z):wVZO:O
_z +(1-i)z—1i . 1
(d) f(z)= 2Z+1 y 20 =1 1) f(Z):ez—l’Z‘):O
smhz 1
(€) flz)= »20=0 (m) f(z):cosh(—),zozo
z
“ 2
® f(Z):—Zz(Z_l_D,Zo:O (n) f(Z)Z%(;(Z),ZOZO
‘ 1
(® f(z):m,zoz—l (0) f(z)—zcos(;),zo_o

6. Determine o valor das integrais a seguir (com todas as curvas envolvidas orientadas no sentido
anti-horario):

3z%+2 L .
(a) f dz, onde y € a circunferéncia |z — 2| =
(z—1)(z*+9)

3z%+2 L. a
(b) f dz, onde y € a circunferéncia |z — 1| = 1;
(z— 1)(zz+9)

322 +2
y (2—1)(z2+9)

(d) f

(e) f dz onde y é a circunferéncia [z — 3| = 1;

(©

dz, onde y € a circunferéncia | z| = 4;

1 .. .
dz, onde v é a circunferéncia |z — 4| = 3;



d
() f Wi@dz, onde y é a circunferéncia |z| =
(2) f dz dz, onde y é a circunferéncia |z+2| =3
& z2(z2+4) Y -
(h) f tgzdz, onde y é a circunferéncia |z| = 2;
Y

d
(i) ,—Zd z, onde y € a circunferéncia |z| =
Y Sin h(2 )

h
0 f C(Zsz (m2) dz, onde vy € a circunferéncia |z| =
z(z

k) f dz onde y € a circunferéncia |z| = 1;

cossecz . .
1) dz, onde y € a circunferéncia |z| = 1;
z

cossecz . .
(m) 5 dz, onde y € a circunferéncia |z| = 1;
z
(n) f zel/zdz, onde y é a circunferéncia |z| = 2;
(0) f tanh zdz, onde y é a circunferéncia |z — i| = 1;

(p) f

7. Use o teorema dos residuos para calcular as seguintes integrais improprias:

dz onde y é a circunferéncia |z| = 1/2;

®©  dx 3 n f‘x’ CoSX n
oo dx senx 7 1
e —— k —_ 1__
(b) foox2+2x+2 4 () f x(1 +x2)2 2( e)
0 f dx _
(©) f il oo 2+ 1) (X2 +2x+2) 5
x2 7 f x?
d dx== (m) ———dx
@ f (x2+1)(x2+4) . 6 o XA+ x%2+1
-b
© dx 2 COS X e Ycosa
= ) )b 0
(e) f 1+x4 () foo(x+a)2+b2 b ab>
] —cosx ®©gen?x 7
b3
_n T dx = -
® f 6 ©) fo 2 fo x2 2
T - foo x2 _m
® ,[ (1+x2)2 T4 P x4+x2+1  2V3
senx rsen2 2n-2)!
h =— —
) ,/;oo X?>+4x+5 e @ f (1+x2)n ((n_l)!zn—l)zn’nEN
n foo cos(a;C) _ ﬂe_“’ 250 - foo senxdx:foowdx: z’ 420
0 1+x 2 0 X 0 X 2



% gen?x 7
(s) 5 dx=—
0 X 2

8. Use o teorema dos residuos para calcular as seguintes integrais definidas:

cosf T o 40
@) f 5+4COSQ __5 () j(; md@:zn—a(az_l) 3/2’ a>
b V4
(®) f a2+00529 a\/m’a>0 . -
do (8 f sen“"0df=n—-——,ne
(c) ——=7V2 0 2"n)
a1 +sen20 ] o
(d) f T as1 (h) f cosZ”HdB:nW,neN
a+cos€ 21 0 2"nl)
do 271 o do o
© 0 md@—m,lakl ® fo 1 2ac039+a2d6:1—a2’|a|<1

9. Dadosa>0e0< a <1, considere y, a fronteira daregidao D, ={z€C : |Rez|<a, 0 <Imz < 27}
az

orientada no sentido anti-hordrio e a funcao f(z) = e fazendo

1+ e%

o0 eax T
f dx= )
—oo 1+ e* sen (am)

10. Dado r >0, seja y, a fronteira da regido D, ={z€ C : 0 < argz < 27/3} e consideremos a fun¢ao
1
3
z) = , 20 #—1.
f(2) 15 22 #

a — +o00, mostre que

@ Usando o teorema dos residuos, verifique que

f(z)dz=2miRes(f;e""3).
Yr

® dx 2z
1+x3 33"
@ Usando uma técnica semelhante, conclua que para qualquer a > 1 tem-se

Fazendo r — oo, conclua que f

f°° dx 3 /4
o 1+x% asen(n/a)’

@ (Para quem conhece a funcado B) Outra forma de calcular a integral do item (b) é fazer a
mudanca de varidvel u = x%, obtendo

f"o dx B f ua
o l1+x¢ B

a T

sen (/)



11. Neste exercicio, vamos utilizar a conhecida férmula
[o.0]
.2 NZ3
f e Vdx=—
0 2

. . . ~ _22
para determinar o valor das integrais de Fresnel. Integrando a func¢ao f(z) = e™* sobre a fron-
teira do setor circular Sg ;/4:0<0 <n/4, 0<r <R e fazendo R — oo, mostre que

o0 o0 A /2
f sen (x)dx = f cos(x®)dx = —n.

0 0 4
+00 dx

12. Neste exercicio, estudaremos a integral f —
—00 X(x°—4x+5)

@ Verifique que, no sentido estrito da defini¢ao de integral improépria, a integral acima di-
verge.

@ Mostre que

lim

—a dx +f°° dx _2m
a—0*J_0o X(x%2—4x+5)

o x(x2—4x+5) 5

O valor acima é chamado de Valor Principal de Cauchy da integral em questdo e é denotado

orVPfJroo dx
p oo X(x2—4x+5)



