UFPR - Universidade Federal do Parana

Setor de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

CM313 - Calculo I1I - Engenharia Mecanica - 2026/1
Prof. Zeca Eidam

Listal
v¢ Integrais maltiplas

1. Calcule as seguintes integrais duplas:
(@) ffR(Zyz—?)xys)dxdy,ondeR:{(x,y):1§x§2,05y53}.
(b) ffosinydxdy,ondeR:{(x,y):1sxs4,05ysn/6}.
(c) ffoledxdy,ondeR:{(x,y):lsxsz,OSysl}.
(d) ffnydxdy,ondeD:{(x,y):Osxsl,xZSys\/}}.
(e) ffD(xz—ny)dxdy,ondeD:{(x,y):Osxsl,ﬁsysz—x}.
f) ffDeX/ydxdy,ondeD:{(x,y):lsySZ,ysxsyS}.
(8 ffDxcosydxdy, onde D é a regido limitada por y=0, y = x?, x = 1.
(h) ffD4y3dxdy, onde D é a regido limitadapor y=x—-6¢e y* = x.

@) f f xydxdy, onde D é a regido do primeiro quadrante limitada pela circunferéncia de

D
centro (0,0) eraio 1.

G ff(xztanx+y3+4)dxdy,ondeD:{(x,y):x2+y252}.
D

) ffxzdxdy,ondeD:{(x,y)e[RZz:yzO,x2+y251}
D

2. Calcule as seguintes integrais iteradas:
1 p3
@ f f e’ dxdy
0 J3y
3 19
@ f f ycos(x?) dxdy
0 Jy?

1 pl
® f f cos(1+x5)dxdy
0 JYy

1 pm/2
@ f f cosxV 1+cos?xdxdy
0 Ja

rcsiny



1l
® f f Vx3+1dxdy
o Jyy

1 pl
® f f x3sin(y*)dydx
0 Jx?
3. Calcule as integrais:
@ ff xdxdy, onde D é o disco de centro na origem e raio 5.
D

@ f f xydxdy, onde R é aregido do primeiro quadrante limitada pelas circunferéncias x>+
R
y?=4e x*>+y?=25.
1
® f f —————dxdy, onde R é aregido interior a cardioide r = 1 +sinf e exterior a circun-
R\/x%+y?

ferénciar = 1.

@ ff (x> + y2) dxdy, onde R é aregido limitada pelas espiraisr =0 e r =26, com 0 <0 < 27.
R

4. Seja D o disco de centro na origem e raio 1. Calcule as integrais abaixo:

@ ff x°dxdy
D

&) ff xydxdy
D

® ff(x3y2—x2y7)dxdy
D

@ ff x*dxdy
D

® ff y*dxdy
D

® ff x*y*dxdy
D

@ ff yOsin® xdxdy
D

5. Determine a massa e o centro de massa da lamina que ocupa a regidao D e tem densidade p, nos
seguintes casos:

® D={(x,y):-1=sx<1,0=sy<l}ep(x,y) = x°

@ D é o triangulo de vértices (0,0), (2,1), (0,3) e p(x,y) =x+ .

@ D é aregido do primeiro quadrante limitada pela pardbola y=x*>earetay=1e p(x,y) =
xy.

@ D é aregido limitada pela pardbola y>=xearetay=x—2e p(x,y) = 3.

® D={(x,y):0<y<senx,0sx<mlep(x,y) =Y.

6. Determine o volume do sélido E em cada um dos seguintes casos:



(a) E élimitado pelos planos coordenados, pela superficie z = xy/x? + y e pelos planos x = 1
ey=1.

(b) E é limitado superiormente pelo paraboléide z = x* + y? e sua projecdo no plano xy é a
regido limitada por y = x% e x = y°.

(c) E élimitado superiormente por z = xy e sua projecao no plano xy é o triangulo de vértices
(1,1), 4, 1) e(1,2).

(d) E é aregido do primeiro octante limitada pelo cilindro x? + z2 = 9 e pelos planos x = 0,
y=0,z=0ex+2y=2.

(e) E élimitado pelos planos x=0,y=0,z=0ex+y+z=1.
(f) E esta contido no primeiro octante e é limitado pelo cilindro z =9 — y? e pelo plano x = 2.

(g) E é aregido do primeiro octante limitada pelo cilindro x? + y?> = 1 e pelos planos y = z,
x=0ez=0.

(h) E é aregido interior a esfera X2+ y2 + z%2 = 442 e exterior ao cilindro x2 + y2 = 2ax, com
a>0.

(i) E é o soélidos delimitado pelos paraboléides z = x> + y* e z = 36 —3x? — 3y°.
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(j) E é o solido delimitado pelo elipsdide o + 02 + 2= 1,com a,b,c>0
(k) E éaregido acima do paraboléide z = x? + y? e interior 4 esfera de centro na origem e raio

2.

() E éaregido acima do cone z = /x2 + y2 e interior a esfera x> + y* + z? = 2z.

(m) E é o sélido delimitado pelo cone z = y/x2 + y2 e pelo paraboléide z = 2 — x> — y.

7. Calcule as integrais triplas:
) fff yzdxdydz,onde D ={(x,),2):0<z2<1,0sy<2z,0<x<z+2}.
D

&) f f f ydxdydz, onde D é aregido abaixo do plano z = x+2y e acima da regido no plano
Xy 1in?itada pelas curvas y=x?, y=0e x=1.

® fff xydxdydz, onde D é o tetraedro solido com vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) e
mﬁsﬁ

@ ffszdxdydz, onde D é limitada pelos planos x =0, y=0,z2=0,y+z=1ex+z=1.

® fff xdxdydz, onde D é limitada pelo paraboléide x = 4y? + 4z e pelo plano x = 4.
D

® f f f (x* + y*)dxdydz, onde E é a regido limitada pelo cilindro x> + y* = 4 e pelos planos
E
z=-lez=2.
@ f f f ydxdydz, onde E é aregido entre os cilindros x>+ y? = 4 e x*+y? = 1, limitada pelo
E
plano xy e pelo plano z = x + 2.
f f f x*dxd ydz, onde E é o solido limitado pelo cilindro X%+ y2 = 1, acima do plano
E

z=0 e abaixo do cone z? = 4x? + 42,



©) f f f e® dxdydz onde E é a regido delimitada pelo paraboléide z = 1+ x? + y? pelo cilin-
E

dro x> + y?> =1 e pelo plano z = 0.
8. Determine a drea de cada superficie S abaixo:

(a) Séaporcao da esfera de centro na origem e raio 4 que estd acima do plano z = 1.
(b) S é a parte do paraboléide z =4 — x?> — y? que estd acima do plano z = 0.

(c) Séaporcio daesfera x*+y?+2z> = R? que estd acima do plano z = a, com 0 < a < R fixados.

9. Calcule as integrais triplas:

@ fff (x? + y? + z2) dxdydz, onde B é a bola unitdria x*> + y? + z> < 1.
B

©) fff \/ X%+ y? + z?dxdydz, onde E é a regido interior ao cone ¢ = 71/6 e a esfera p = 2.
E

2 .2
x

® fffxdxdydz,ondeEéoconjuntoZ+%+z251,x20.

E

2 2 21\3/2
@ fff e Y+ dxdydz onde E é a bola unitaria centrada na origem.
E

® fff xyz dxdydz onde E é a regido limitada pelas esferas r = 2 e r = 4 que estd acima
E

do cone z = y/3x% + 3y2.
® f f f (x*+y?) dxdydz onde E é o hemisfério (s6lido) da esfera de centro na origem e raio
E

1 que esta acima do plano z =0.

@ fff \/1 +(x2+ y%2+ 2232 dxdydz onde E é a regido interior ao cone z = \/3x2+3y% e
E
a esfera de centro na origem e raio 1.

10. Determine a massa e o centro de massa do s6lido E cuja densidade é p(x, y, z) nos seguintes
casos:

® E=[0,a] x[0,a]l x[0,a] e p(x,¥,2) = x>+ y* + Z°.

@ E élimitado pelo paraboléide z = 4x> + 4y e pelo plano z = a (a > 0) e p é constante igual
ak.

@ E é um hemisfério sélido de raio R > 0 e a densidade em um ponto é proporcional a sua
distancia ao centro da base.

@ E={x*+y*+2><R? z=a>0},coma>0ep(x,y,2) =z

11. Use a transformacdo x = u?, y = v?, z = w? para calcular o volume da regido limitada pela
superficie /x + /¥ ++/z =1 e pelos planos coordenados.

12. Sejam r,R >0 tais que r < R.

1
@ Calcule f f —————>dxdy, onde D é aregido entre os circulos com centros na origem
D (x2 + yZ)n/Z

eraiosreR,0<r<R.



@ Para que valores de 7 a integral tem limite quando r — 0+? E quando R — oo?

1
@ Calcule f f f dxdy, onde D é aregido interior as esferas com centros na
D (xZ +y2 + Z2)n/2

origemeraiosre R,0<r <R.

@ Para que valores de n a integral tem limite quando r — 0+? E quando R — oco?

13. Calcule as integrais iteradas f f sdydxe f [ 5 dxdy. As respostas contradi-
(x+ y) o (x+ y)

zem o Teorema de Fubini? Explique.



