UFPR - Universidade Federal do Parana

Setor de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

CM313 - Calculo I1I - Engenharia Mecanica - 2026/1
Prof. Zeca Eidam

Lista 3
v¢ Superficies parametrizadas

1. Determine uma representa¢do paramétrica de cada uma das superficies descritas abaixo e cal-
cule sua area:

(a) Séaparte da esfera x>+ y* + z> = 4 interior ao cone z = \/x2 + y2;
(b) S éaparte do cilindro x?> + z2 = 1 compreendida entre os planos y=—1e y = 3;
(c) Séapartedo plano z=2x+3y que é interior ao cilindro x? + y? = 16;
(d) S é a parte do paraboléide hiperbélico z = y? — x? que estd entre os cilindros x> + y*> =1 e
2. .2 _ 4.
xX“+y =4
(e) Séaparte do cilindro x? + z2 = a® que est4 no interior do cilindro x? + y* = a?, onde a > 0;

(f) S é a parte da esfera x2 + 2 + Z2 = 612 ue estd no interior do cilindro x2 + 2 = ax, onde
y
a>0;

(g) Séotoroobtido pelarotacao da circunferéncia no plano xz com centro (b,0,0) eraioa < b

em torno do eixo z;
VX% + y?
V3

2. Sejam0<a<be f:[a, bl - Ruma funcio positiva com derivada continua. Determine equa-
cOes paramétricas das superficies geradas pela rotacao da curva y = f(x) em torno do eixo x e
do eixo y. Calcule a drea da superficie em cada caso.

(h) Sé aparte da esfera x%+ y2 +z2=4comz=

v¢ Integrais de superficie

3. Calcule as seguintes integrais de superficie:
(@) ffs ydS, onde S é a superficie dadapor z=x+3? 0<x<1,0<y<2;
(b) ffs x*dS, onde S é a esfera x> + % + z° = 1;
(©) ffs xy?Z3dS, onde S é a esfera x> + % + z° = 1;

(d) f f ydS, onde S é a parte do plano 3x + 2y + z = 6, que estd contido no primeiro octante;
S



(e)

(f)

(g

(h)

(@

()

(§]

M

(m)

fj; xzdS, onde S é o triangulo com vértices (1,0,0), (1,1,1) e (0,0,2);

ffs(xz +sinxcos(yz))dS, onde S é a esfera x> + y* + z° = 1;

f fs (x*+ yz)dS, onde S é a parte do paraboléide z = 4—x? - y? contida no primeiro octante;
f fs yzdS, onde S é a parte do plano z = y + 3 limitada pelo cilindro x? + y? = 1;

f f xydS, onde S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro x? + z> = 1 e pelos planos
S
y=0ex+y=2

ff z(x*> + y*)dS, onde S é o hemisfério x* + y> + z> =4, 2= 0;
s

ff xyz*dS, onde S é a parte da esfera x> + y* + z> = 1 interior ao cone z = v/x2 + y2;
s

2x242y%2 -2
ff 21221 2+2y2 ldS,ondeSéapartedex2+y2—z2:1com15253;
s\ 2x ye—

ff (x+1)dS, onde S é a parte de z = \/x2 + y? limitada por x* + y* = 2y.
S

4. Calcule a integral de superficie f f F-NdS para cada um dos campos de vetores F e superficies
S

orientadas S indicadas abaixo. Em outras palavras, calcule o fluxo de F através de S. Quando S
é uma superficie fechada, admita que S esta orientada pela normal exterior.

(@)

(b)

(c)

(d)
(e)

(f)

(®
(h)

()

()

F(x,y,2) = x2yi —-3xy?j +4)°k e S é a parte do paraboléide z =9 — x> — y2, com z = 0,
orientada de modo que a normal no ponto (0,0,9) é k;

F(x,y,2) = x?+xyf+xzi€ e S é aparte do plano 3x+2y+z = 6, interior ao cilindro x*>+y? = 1,
orientada de modo que seu vetor normal é \/%(31' +2j+k);

ﬁ(x,y, z)=—xi— yf+ Z2keSéa parte do cone z = \/x% + y2, entre os planos z=1e z =2,
orientada de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;
EF(x,y,2)=xi+yj+zkeSéaesferax?+y*+2z2=9;

F(x,,2) = —y7+ xf+ 3zk e S é o hemisfério z = /16 — x2 — y?, orientada de modo que a
normal no ponto (0,0,4) é k;

F(x,7,2) = y?— zk e S consiste do paraboléide y = x?> +z%, 0 < y < 1 e do disco x* + z% <
1, y =1, orientada para fora;

F(x, ¥ 2) = Xi+ 2yf+ 3zk e S é o cubo de vértices (£1,+1,+1);

ﬁ(x,y, z) = (x+ y)f— 2y + 1)f+ zkeSéo retangulo de vértices (1,0,1), (1,0,0), (0,1,0) e
(0,1,1), orientado de modo que sua normal N satisfaz N - j > 0;

F(x, ¥ 2) = —yzzT e S é o a parte da esfera X2+ y2 + z% = 4 exterior ao cilindro x? + y2 <1,
orientado de modo que a normal no ponto (2,0,0) é i;

Fx,y,2)=yi+zj+ xkeSéa parte da superficie z = V4 — x, limitada pela superficie cilin-
drica y? = x, orientado de modo que sua normal N satisfaz N -i > 0;



k)

)

(m)

(n)

(0)

(p)

F(x,y,2) = xi+ y] 2zkeSéa parte do cone z = V: x2 + y2, limitada pelo cilindro x* + y? =
2x, orientada de modo que sua normal N satisfaz N - k < 0;

F(x,y,2) = (x* + ye*, y* + ze*, 2> + xe”) e S é a fronteira da regido limitada pelo cilindro
x%+ y? = 1 entre os planos z = 0 e z = x + 2, orientada pela normal exterior.

Fx,y,2) = 3y22% + 9x%yz®j — 4x yz% e S a superficie do cubo com vértices
(£1,+1,+1), orientado pela normal exterior;

F(x,y,2) = (—xzi+ (y° — y2)j + z°k) e S 0 elipsbide < el o+ b2 + % =1, orientado pela normal
exterior;

F(x,,2) = (x> + ysinz, y* + zsin x,32) e S a superficie do sélido limitado pelos hemisférios

z=1+/4—x%>—-y? z=+/1-x?-y?epelo plano z = 0, orientada pela normal exterior..
xi+yj+zk

com a normal unitéria N tal que N - k < 0.

F(x,y,2) = +zk e Séapartede x2+y>—2z2=1com 0 < z < 1, orientada

5. Calcule as integrais de superficie a seguir:

(@)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

(g

(h)

(1)

()

ff xzdyndz+yzdzn dx+x*dxn dy,onde S é a semi-esfera xz+yz+z2 =a?(a>0),z=0,

S

orientada segundo a normal exterior;

ff xdyndz+ydzNdx+zdx Ady, onde S é a parte normal do plano x+ y+ 2z =2, no
S

primeiro octante, orientada de modo que sua normal satisfaz N - j > 0;

ff xdyndz+ydzndx+zdxndy,onde S é aparte do paraboléide z = 4— x> — y?, contida
S

no semiespaco z = 2y + 1, orientada de modo que sua normal satisfaz N - k = 0.

ff v*z?dyndz+xdzAndx+ ydx Ady, onde S é a parte da superficie z% = x> + 2)? entre
S

os planos z=1e z = y +3, orientada com N tal que N - k <0.

ff < In(z+ y)dy Adz + (x* + z)dz A dx + zdx A dy, onde S é a parte do paraboléide
S

z =4 - x* - y* limitada pelo plano z = y +4, orientada com N tal que N -k = 0.
ZZ

ff xdyndz+ yzezzdz ANdx— e?dx Ady, onde S é a parte de z = x> + y? limitada por
x2 i— y2 =1, orientada com a normal unitaria N tal que N-k> 0;

f (xz+z?’)0ly/\dz+z5dz/\dx+(exzﬂ’2 +z%)dxAdy,onde S é aparte de x>+ +(z—1)> =1
intferior a z> = x* + y?, orientada com a normal exterior;

ff F-NdS,onde F(x,y,2z) = < cos(zy?)i+xj+ yE e S é a parte de x>+ y? = 1 limitada por
z :SO e z=y+ 3, orientada com a normal unitdria exterior.

2

f dyndz+y’dzndx+z°dxAdy, onde S é a esfera x> + y? + z% = r?, orientada com a
S

normal unitéria exterior.
f dyndz+y3dzndx+z*dxAdy, onde S é a fronteira da regido limitada por z = 4 e
S

z=x*>+y%



N

dyndz+ydzndx+zdxnd
ffx yrdzrydzndxrzax y,ondeSéapartedoelipS()ide%2+%2+f—(25=1,220y

orientada com a normal unitaria exterior;

6. Suponha que a superficie S seja o grafico de uma funcdo f : D < R> — R de classe C!, orientada
de modo que sua normal unitdria N tenha terceira componente ndo negativa. Se F = Pi+ Qj +
Rk é um campo de vetores sobre S, mostre que

ﬁp Nds = ff( P——Q—f+R dxdy.

7. Calcule f E -dy, sendo:
Y

(a)

(b)

(©

(d)

(e)

(f)

€]

(h)

(1)

()

F(x,y,2) = Xzl +2xy] + 3xy% e v é a fronteira da parte do plano 3x + y + z = 3 contida
no primeiro octante, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horario;

Fx, 3,2 = (@ +e)i+ 32 +In(1+1%)] + (xy +sinz®)k e y é a fronteira do tridangulo com
vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,2), orientada de modo que sua projecao no plano xy seja per-
corrida no sentido anti-horario;

F(x,y,2) = 2z + sin(exs))f+ 4xf'+ (5y + sin(sin 22)ke Y é ainterseccdo do plano z = x + 4
com o cilindro x?+ y? = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida
no sentido anti-horério;

F(x, ¥, 2) = (x +cos x3)z7+ yf+ (x% - y2 + zloo)% e v é a fronteira da parte do paraboléide
z=1-x?- y? contida no primeiro octante, orientada de modo que sua projecio no plano
xy seja percorrida no sentido anti-horério;

F(x,7,2) = (y+z)7+ 2x+(Q1 +y2)20)f+ (x+y+z)7é ey é ainterseccdo do cilindro x?+y? =2y
com o plano z = y, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horario;

F(x,y,2) = (y+cos(cos x))i+ (z+sin(cos y)) j + xk e y é a interseccdo da esfera x2+ y2 + 22 =
a? (a>0) com o plano x + y + z = 0, orientada de modo que sua projecao no plano xy seja
percorrida no sentido anti-horario.

F(x,7,2) = (yz+cos(sinx), xz+In(1 + y*), zy) e y é ainterseccio das superficies x> + y* = 4
e z =2x+ 3, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

2+y2 2+ y2 1+ 22
x?+y? =1 com o plano x+ y+ z = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja
percorrida no sentido horério;

F(x,y,2) = + (sin(In(1 + x%)), e’ 3, z%) e y é ainterseccio do cilindro

ﬁ(x, V2) = (2xz3,x2y2,3x222) +(1,0,0) e y é a intersec¢ao das superficies z =siny+10 e
x% + y? = 16, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no sentido
anti-horario;

2

F(x, ¥%2) =|x— yz, X—z+ 2+y—,,y ey é a interseccdo do parabdide 4z = x%+ y2 com o
siny

cilindro x? + y? = 4, orientada de modo que sua projecdo no plano xy seja percorrida no
sentido anti-horario;



k) F(x,y,2) = (e*siny,e*cosy—z,y) ey éobordo da superficie obtida pela rotacio em torno

do eixo Oz do grafico de z = F, e < y < €. Escolha uma orientacio para y.

O F(x, »z)= +cos z*| sendo y dado pela intersecdo do

sin(In(l + x2)), ——— + ¢*
"y + z2 "2 + z2

cilindro y? + z2 = 4 com o plano x = y + z. y é percorrido uma vez no sentido anti-horario.

m) F(x,y,2) =(z+y%y*+1L,In(z>+1)+y) e y(t) = 2cost,2sint,10 - 2sin t), 0 < £27.

8. Calcule as integrais de linha abaixo:

(@) f(x +y? +sin(x?))dx+ (y+2z° —cos(y* + y—1))dy + (x + 2° — 17e_zz)dz onde y € o trian-
Y

gulo de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) orientado de forma que sua projecao no plano xy é
percorrida no sentido anti-horario;

(b) f (e ¥+ x* ) dx + (e* + ysin(y*))dy + e°dz onde y é a fronteira da parte do plano 2x+ y +
Y

2z =2 no primeiro octante, orientada de forma que sua proje¢do no plano xy é percorrida
no sentido anti-horério;

(c) f(yz + x*18)dx + (2xz - cos y)dy + e*Vdz onde y é a circunferéncia x*> + y*> = 16, z = 5,
Y
orientada de forma que sua projecao no plano xy é percorrida no sentido anti-horério;

(d) f x*zdx+xy*dy+2z°dz ondey éa curva de interseccdo do cilindro x?+ y? = 9 com o plano
Y

Xx+y+z =1, orientada de forma que sua proje¢do no plano xy é percorrida no sentido anti-
horério;

9. Considere o campo vetorial
F(x,¥,2) = (yzcos(xyz) + ye? +3x%y, xzcos(xyz) + xe*¥ — x>, xycos(xyz) +22), (x,y,2) € R>.

(a) Verifique se F é conservativo e, em caso afirmativo, calcule um potencial para F.
(b) Considere a curva y(t) = (e Tcos(t—13),In(f> — t+ 1) + 12918 —2£,1 + t + t2cos(t? — 1)),

0<t<1.Calcule
fﬁ-d)/.
Y

(c) Calcule rot F sem fazer nenhum calculo (adivinha quanto vai dar...). Justifique sua res-
posta.

(d) Considere a curvay(t) = (e”Tcos(t—13),In(£2 = t+1)+ 12918 ¢, t— 2 +sin(t* — 1), 0< t < 1.

Calcule
f F-dy.
Y

10. Sejay uma curva simples, fechada e plana e seja N = (a, b, ¢) um vetor unitario normal ao plano
que contém y. Mostre que a drea da regido limitada por y é dada por

1
E[(bz— cy)dx+ (cx—az)dy+ (ay—-bx)dz,
Y

com Y orientada pela orientacdo induzida de N.



11. Calcule f[ (rotﬁ)-NdS sendo:
S

(@) F(x,y,2) = y7+ zf+ xkeSa parte do paraboléide z = 9— x? — y? que estd acima do plano
z =5, orientada pelo campo de vetores normais que aponta para cima;

(b) F(x, ¥ 2) =(xz, x—Y, x? y) e S formada pelas 3 faces, que nao estao no plano xy, do tetrae-
dro formado pelos planos coordenados e o plano 3x+ y+3z = 6, sendo N o campo normal
exterior ao tetraedro;

(©) F(x,y,2) = (x*, z, y2) e S a parte do hiperboléide x* + y* — z% = 1 limitada por x* + y* = 4
com normal que aponta para o eixo z.

12. Seja F = —,
T

nos seguintes Casos:

onde 7 = xi + y] + zk. Calcule f f 7-NdS, onde N é a normal unitéria exterior a S
S

(a) Séaesferaderaio a >0 com centro na origem;

(b) S éuma superficie fechada lisa por partes tal que a origem nao pertence a S nem a regiao
interior a S;

(c) S éuma superficie fechada lisa por partes que contém a origem em seu interior.

13. Seja S uma superficie fechada lisa por partes e orientada pela normal exterior N. Verifique as
seguintes igualdades:

1
(@) OvolumedeSéigualagffxdy/\dz+ydz/\dx+zdx/\dy
S

(b) f f rot¥- NdS = 0, para qualquer campo ¥ de classe C? no interior de S cujo dominio
S

contenha S.

14. Em cada caso abaixo, determine se F é ou nao campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine um potencial para F.

(@ ﬁ(x,y, z) = (2x* +8xy2)7+ (3x3y—3xy)f+ —(4zzy2 +2x°2)k em R3
(b) F(x,y,2) = (x+ 2)i— (y+ z)f+ (x—y)ié em R3

© F(x,y,2) = (y*cosx+2%)i+(@+2ysinx)j + (3xz> +2)k em R

d) Fx,y,2) = (y2)i + (x2)] + (xy)k em R®

€ Fx,y,2=@yi+y?j+xyz)kemR3

y
WR+y2+ 22 2+ Y2+ 22 a2+ Y2+ 22

) F(x,y,2) =

)mnRs—KQOH

X y z

(@ F(x,7,2) =

)mnW—uam}

15. Sejam Sg, By a esfera e a bola de centro na origem e raio R > 0, respectivamente. Considere as

integrais
Ik(R)iff *kas, ]k(R)ifff x**ds.
SR BR

6



(a) Usando o teorema da divergéncia, encontre uma relacdo indutiva entre I (R) e Ji(R).
R
(b) Mostre que Ji(R) = f I (r)rdr e conclua que ];C(R) = RIy(R).
0
(c) Determine Ir(R) e Jx(R).

(d) Experimente a mesma técnica para calcular indutivamente integrais do tipo f f x%F yZI as
Sr

ej:[ x2ky2122m ds.
Sr



