Otimizacao Continua: Aspectos tedricos e computacionais
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Sequéncias

Definicao

Uma sequéncia em R” é uma aplicacao
keN—x*eR",

definida no conjunto N dos nimeros naturais.

o N={0,1,2,3,...}
@ Denotaremos uma sequéncia por (x*);cn, ou simplesmente por (xX).
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Ponto limite de uma sequéncia

Definicao

Dizemos que o ponto % € R" é o limite da sequéncia (x*)
quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter k € N tal

que
k>k=||x - <e.

@ Neste caso, dizemos que a sequéncia (xk) converge para x.

e limxf ==«

k—o0
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Subsequéncia

Definicao

Uma subsequéncia de (xk) ¢ a restricao desta sequéncia a um
subconjunto infinito N' = {ko < k; < ... < ki <...} CN.

Equivalentemente, uma subsequéncia de (x¥) € uma sequéncia do tipo:
k
o (X)kenw
ou
o (x");cn, onde (k;);en € uma sequéncia crescente de inteiros positivos.
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Subsequéncia

Teorema

Se uma sequéncia (x*) converge para um limite %, entao
toda subsequéncia (x*);cx também converge para .

O limite de uma subsequéncia (x*);cry é chamado valor
de aderéncia ou ponto de acumulacao da sequéncia (xk).
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia

Pontos de acumulagéo:
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia

Pontos de acumulagao: 1 e -1.
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia

Pontos de acumulagao: 1 e -1.
De fato, x¥ — 1 e x¥tl 1.
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia

Pontos de acumulagéo:
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia

Pontos de acumulagao: 0.
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Ponto de acumulagdo de uma sequéncia

Pontos de acumulagao: 0.
Entretanto, a sequéncia ndo é convergente.
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Preservacao do sinal

Resultado

Considere uma sequéncia () C R tal que f; — .
Dado o < 7, existe k € N tal que para k > k tem-se

ty > O
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Preservacao do sinal

Resultado

Considere uma sequéncia () C R tal que f; — .
Dado o < 7, existe k € N tal que para k > k tem-se

ty > O

De fato, para e =7 — o > 0, existe k € N tal que para k > k
tem-se
|t — 1| <e.

Assim, f; > Q.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 9/57



Sequéncia limitada

Definicao

Uma sequéncia (x*) c R" é limitada, quando o conjunto
formado pelos seus elementos é limitado, ou seja, quando
existe um nimero real M > 0 tal que para todo k € N,

I < M.
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Sequéncia limitada

Definicao

Uma sequéncia (x*) c R" é limitada, quando o conjunto
formado pelos seus elementos é limitado, ou seja, quando
existe um nimero real M > 0 tal que para todo k € N,

I < M.

Resultados
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Sequéncia limitada

Definicao

Uma sequéncia (x*) c R" é limitada, quando o conjunto
formado pelos seus elementos é limitado, ou seja, quando
existe um nimero real M > 0 tal que para todo k € N,

I < M.

Resultados

@ Toda sequéncia convergente é limitada.
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Sequéncia limitada

Definicao

Uma sequéncia (x*) c R" é limitada, quando o conjunto
formado pelos seus elementos é limitado, ou seja, quando
existe um nimero real M > 0 tal que para todo k € N,

I < M.

Resultados

@ Toda sequéncia convergente é limitada.

@ Teorema de Bolzano-Weierstrass
Toda sequéncia limitada em R” possui uma subsequéncia convergente.
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Sequéncia limitada

Definicao

Uma sequéncia (x*) c R" é limitada, quando o conjunto
formado pelos seus elementos é limitado, ou seja, quando
existe um nimero real M > 0 tal que para todo k € N,

I < M.

Resultados

@ Toda sequéncia convergente é limitada.
@ Teorema de Bolzano-Weierstrass
Toda sequéncia limitada em R” possui uma subsequéncia convergente.

@ Uma sequéncia limitada em R" é convergente se, e somente se, possui
um Unico ponto de acumulagao.
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Sequéncia monétona

A sequéncia (x*) é ndo-decrescente quando x**! > x* paratodo k € N,
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Sequéncia monétona

A sequéncia (x*) é ndo-decrescente quando x**! > x* paratodo k € N,
e é nao-crescente quando x**! < x* para todo k € N.
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Sequéncia monétona

Definicao

A sequéncia (x*) é ndo-decrescente quando x**! > x* paratodo k € N,
e é nao-crescente quando x**! < x* para todo k € N.

Se as desigualdades forem estritas, diremos que (x*) é crescente no primeiro
caso e decrescente no segundo.
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Sequéncia monétona

Definicao

A sequéncia (x*) é ndo-decrescente quando x**! > x* paratodo k € N,
e é nao-crescente quando x**! < x* para todo k € N.

Se as desigualdades forem estritas, diremos que (x*) é crescente no primeiro
caso e decrescente no segundo.

Em qualquer uma destas situagdes a sequéncia (x*) é dita monétona.
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Sequéncia monétona

A sequéncia (x*) é ndo-decrescente quando x**! > x* paratodo k € N,
e é nao-crescente quando x**! < x* para todo k € N.
Se as desigualdades forem estritas, diremos que (x*) é crescente no primeiro

caso e decrescente no segundo.
Em qualquer uma destas situagdes a sequéncia (x*) é dita monétona.

Resultados
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Sequéncia monétona

A sequéncia (x*) é ndo-decrescente quando x**! > x* paratodo k € N,
e é nao-crescente quando x**! < x* para todo k € N.
Se as desigualdades forem estritas, diremos que (x*) é crescente no primeiro

caso e decrescente no segundo.
Em qualquer uma destas situagdes a sequéncia (x*) é dita monétona.

Resultados

@ Toda sequéncia (x*) C R monétona limitada é convergente.
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Sequéncia monétona

A sequéncia (x*) é ndo-decrescente quando x**! > x* paratodo k € N,
e é nao-crescente quando x**! < x* para todo k € N.
Se as desigualdades forem estritas, diremos que (x*) é crescente no primeiro

caso e decrescente no segundo.
Em qualquer uma destas situagdes a sequéncia (x*) é dita monétona.

Resultados
@ Toda sequéncia (x*) C R monétona limitada é convergente.

@ Seja (x*) C R uma sequéncia monétona que possui uma
N : N _ ~ _
subsequéncia convergente, digamos x*—%. Entdo x* — %.
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Limite inferior e superior de uma sequéncia na reta

Definicao

Seja (x) ¢ R uma sequéncia limitada.

O limite inferior da sequéncia (x*) é seu menor ponto de
acumulagdo e denotamos por liminfxX.

Analogamente definimos o limite superior da sequéncia
como seu maior ponto de acumulagéo e denotamos por
limsup x*.
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Limite inferior e superior de uma sequéncia na reta

Definicao

Seja (x) ¢ R uma sequéncia limitada.

O limite inferior da sequéncia (x*) é seu menor ponto de
acumulagdo e denotamos por liminfxX.

Analogamente definimos o limite superior da sequéncia

como seu maior ponto de acumulagéo e denotamos por
limsup x*.
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Limite inferior e superior de uma sequéncia na reta

Definicao

Seja (x) ¢ R uma sequéncia limitada.

O limite inferior da sequéncia (x*) é seu menor ponto de
acumulagdo e denotamos por liminfxX.

Analogamente definimos o limite superior da sequéncia

como seu maior ponto de acumulagéo e denotamos por
limsup x*.

o (¥)=(1,2,3,1,2,3,...)
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Limite inferior e superior de uma sequéncia na reta

Definicao

Seja (x) ¢ R uma sequéncia limitada.

O limite inferior da sequéncia (x*) é seu menor ponto de
acumulagdo e denotamos por liminfxX.

Analogamente definimos o limite superior da sequéncia

como seu maior ponto de acumulagéo e denotamos por
limsup x*.

o (¥)=(1,2,3,1,2,3,...)
liminfx* =1 e limsupxf =3.
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Sequéncias

Considere as sequéncias (V*) C R e (A) C R\ {0}, com A; — 0.
k

Dizemos que v* = o();) quando ;i— — 0.
k
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Sequéncias

Definicao
Considere as sequéncias (V*) C R e (A) C R\ {0}, com A; — 0.
k

Dizemos que v* = o();) quando ;i— — 0.
k
Mais geralmente, considere g : I C R — R".
Dizemos que g(A) = o(A) quando g(Ax) = o(Ax), para toda sequéncia
(Ax) CIcom Ay — 0.
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Ordem de convergéncia

Considere as sequéncias

P 1 k1 K 1 k_ 1
k+6’
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Ordem de convergéncia

Considere as sequéncias

1 1 1 1
“kre Y T " ¢

Todas elas convergem para 0, mas nao com a mesma velocidade.
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Ordem de convergéncia

Considere as sequéncias

1 1 1 1
k k k k __
YSige Y@ WTwm e g

Todas elas convergem para 0, mas nao com a mesma velocidade.

k 0 1 2 3 4 5 6

x* | 0,1667 | 0,1429 | 0,1250 | 0,1111 | 0,1000 0,0909 0,0833
y* | 1,0000 | 0,3333 | 0,1111 | 0,0370 | 0,0123 0,0041 0,0014
wk | 1,0000 | 0,5000 | 0,0625 | 0,0020 | 1,5x107> | 3x107% | 1,4x10° !
Z¢ | 0,5000 | 0,2500 | 0,0625 | 0,0039 | 1,5x107> | 2,3x10710 | 54%x10~20

Tabela: Termos iniciais das sequéncias.

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas
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Convergéncia linear

Definicdo

Uma sequéncia (x") C R" converge linearmente para x € R”,
com raz&o de convergéncia r € [0, 1), quando

N i
imsup T =z
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Convergéncia linear

Definicdo

Uma sequéncia (x") C R" converge linearmente para x € R”,
com raz&o de convergéncia r € [0, 1), quando

timsup =3l _
P "

1
o x k G converge para 0 mas nao linearmente. De fato,

[ k+6
-
K k47
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Convergéncia linear

Definicdo
Uma sequéncia (x") C R" converge linearmente para x € R”,
com raz&o de convergéncia r € [0, 1), quando

timsup =3l _
P "

1
o xk= 6 converge para 0 mas nao linearmente. De fato,

[ k+6
-
K k47

1
0 Y= 3 converge linearmente para 0, pois

||yk+1” 1 ~ » CENGAGE
S
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Convergéncia superlinear

Definicao

Uma sequéncia (x*) C R” converge superlinearmente para
q

X € R" quando
I — x|
—— — 0.
I — x|
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Convergéncia superlinear

Definicao

Uma sequéncia (x*) C R" converge superlinearmente para

X € R" quando
I — x|
I — x|

A 1 . :
@ A sequéncia w = @ converge superlinearmente para 0, pois

Hwk—HH B 2k2 1

WA~ 2w gz O
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Convergéncia superlinear

Definicao

Uma sequéncia (x*) C R" converge superlinearmente para

X € R" quando
I — x|
I — x|

A 1 . :
@ A sequéncia w = @ converge superlinearmente para 0, pois

Hwk—HH B 2k2 1

WA~ 2w gz O

A convergéncia superlinear implica na convergéncia linear.
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Convergéncia quadratica

Definicdo

Uma sequéncia (x") C R" converge quadraticamente para
% € R" quando x* — ¥ e existe uma constante M > 0 tal que
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Convergéncia quadratica

Definicdo

Uma sequéncia (x") C R" converge quadraticamente para
% € R" quando x* — ¥ e existe uma constante M > 0 tal que

I+ — %]
= =M.
| — x|?

k:

1 .
@ A sequéncia z = converge quadraticamente para 0, pois

121 (2%
K2~ 22
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Convergéncia quadratica

Definicdo

Uma sequéncia (x") C R" converge quadraticamente para
% € R" quando x* — ¥ e existe uma constante M > 0 tal que

k:

1 .
@ A sequéncia z = converge quadraticamente para 0, pois

k
I (2%)?

= =1
I 22

A convergéncia quadratica implica na convergéncia superlinear.
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Convergéncia superlinear ndo implica quadratica

A 1 : ~
@ A sequéncia x* = a converge superlinearmente mas nao
quadraticamente para 0.

@ Convergéncia é superlinear

= A .|

= 0.
I k1) k+l

@ Convergéncia nao é quadrética

B I C3) S < A ¢
|12 (k+1)! k+1  k+1

(k—1)! — oo.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 18/57



1 1
Considere a sequéncia (x*) definida por x° = e A = xk(xk + 1—0) J
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1 1
Considere a sequéncia (x*) definida por x° = e A = xk(xk + 1—0) J

@ Mostre que a sequéncia é convergente.
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1 1
Considere a sequéncia (x*) definida por x° = e A = xk(xk + E) J

@ Mostre que a sequéncia é convergente.

9
Podemos ver por indugao que 0 < x* < 10’ para todo k € N. Portanto,

e :,&<xk+ 110> <ﬂ<<190+ 110) _

(x*) é monétona e limitada, logo é convergente, digamos x* — .
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1 1
Considere a sequéncia (x*) definida por x° = e A = xk(xk + E) J

@ Mostre que a sequéncia é convergente.

9
Podemos ver por indugao que 0 < x* < 10’ para todo k € N. Portanto,

e :,&<xk+ 110> <ﬂ<<190+ 110) _

(x*) é monétona e limitada, logo é convergente, digamos x* — .

@ Calcule seu ponto limite.
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1 1
Considere a sequéncia (x*) definida por x* = e A = xk(xk + E) J

@ Mostre que a sequéncia é convergente.
9
Podemos ver por indugao que 0 < x* < 10’ para todo k € N. Portanto,

e :)&(m 110> <)H<<190+ 110) _

(x*) é monétona e limitada, logo é convergente, digamos x* — .

al-

@ Calcule seu ponto limite. Aplicando o limite na sequéncia, ¥ = X(}E—i— ) ,
- -9 o 1 . -
donde segue que ¥ =0 ou ¥ = 10 Como x’ = 3 e (x¥) é decrescente, ¥ = 0.
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1 1
Considere a sequéncia (x*) definida por x* = e A = xk(xk + E) J

@ Mostre que a sequéncia é convergente.
9
Podemos ver por indugao que 0 < x* < 10’ para todo k € N. Portanto,

e :)&(m 110> <)H<<190+ 110) _

(x*) é monétona e limitada, logo é convergente, digamos x* — .

al-

@ Calcule seu ponto limite. Aplicando o limite na sequéncia, ¥ = X(}E—i— ) ,
_ 9 o 1 , g
donde segue que ¥ =0 ou ¥ = 10 Como x’ = 3 e (x¥) é decrescente, ¥ = 0.

@ Determine a ordem de convergéncia.
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1 1
Considere a sequéncia (x*) definida por x* = e A = xk(xk + E) J

@ Mostre que a sequéncia é convergente.
9
Podemos ver por indugao que 0 < x* < 10’ para todo k € N. Portanto,

e :)&(m 110> <)H<<190+ 110) _

(x*) é monétona e limitada, logo é convergente, digamos x* — .

al-

@ Calcule seu ponto limite. Aplicando o limite na sequéncia, ¥ = X(}E—i— ) ,
0

9 1
donde segue que ¥ =0 ou ¥ = —. Como x° = — e (x¥) & decrescente, ¥ = 0.

10 2 )
@ Determine a ordem de convergéncia. Linear com razao 10’ pois
k+1
X 1 1
= ~ » CENGAGE
G =X s '~ Learning'

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 19/57



Considere 0 < r < s < 1 e a sequéncia (x*) definida por x* = 1 e

e { rx,  seképar

sxk, se k & impar.
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Considere 0 < r < s < 1 e a sequéncia (x*) definida por x* = 1 e

ka:{ rx,  seképar

sxk, se k & impar.

@ Mostre que a sequéncia é convergente.
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Considere 0 < r < s < 1 e a sequéncia (x*) definida por x* = 1 e

e { rx,  seképar

sxk, se k & impar.

@ Mostre que a sequéncia é convergente. Note que x**! < x*, para todo
k € N. Logo, 0 < x* < x%. Sendo (x*) decrescente e limitada, concluimos

gue é convergente, digamos * =z
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Considere 0 < r < s < 1 e a sequéncia (x*) definida por x* = 1 e

e { rx,  seképar

sxk, se k & impar.

@ Mostre que a sequéncia é convergente. Note que x**! < x*, para todo
k € N. Logo, 0 < x* < x%. Sendo (x*) decrescente e limitada, concluimos
gue é convergente, digamos * =z

@ Calcule seu ponto limite.
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Considere 0 < r < s < 1 e a sequéncia (x*) definida por x* = 1 e

e { rx,  seképar

sxk, se k & impar.

@ Mostre que a sequéncia é convergente. Note que x**! < x*, para todo
k € N. Logo, 0 < x* < x%. Sendo (x*) decrescente e limitada, concluimos
gue é convergente, digamos * =z

@ Calcule seu ponto limite. Como X = rX, segue que x = 0.
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Considere 0 < r < s < 1 e a sequéncia (x*) definida por x* = 1 e

e { rx,  seképar

sxk, se k & impar.

@ Mostre que a sequéncia é convergente. Note que x**! < x*, para todo
k € N. Logo, 0 < x* < x%. Sendo (x*) decrescente e limitada, concluimos
gue é convergente, digamos * =z

@ Calcule seu ponto limite. Como X = rX, segue que x = 0.

@ Determine a ordem de convergéncia.
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Considere 0 < r < s < 1 e a sequéncia (x*) definida por x* = 1 e

e { rx,  seképar

sxk, se k & impar.

@ Mostre que a sequéncia é convergente. Note que x**! < x*, para todo
k € N. Logo, 0 < x* < x%. Sendo (x*) decrescente e limitada, concluimos
gue é convergente, digamos * =z
@ Calcule seu ponto limite. Como X = rX, segue que x = 0.
@ Determine a ordem de convergéncia. Como
+1
limsupx—k =s<1,

temos que a convergéncia € linear com razao s. +', CENGAGE
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Fronteira e fecho de um conjunto

@ Um ponto X € R" é dito ponto de fronteira de um conjunto

X C R" quando qualquer vizinhanga de x contém algum
elemento de X e algum elemento do complementar de X.
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Fronteira e fecho de um conjunto

@ Um ponto X € R" é dito ponto de fronteira de um conjunto

X C R" quando qualquer vizinhanga de x contém algum
elemento de X e algum elemento do complementar de X.

@ O conjunto dos pontos fronteira de X € chamado de
fronteira de X e sera denotado por FrX.
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Fronteira e fecho de um conjunto

@ Um ponto X € R" é dito ponto de fronteira de um conjunto

X C R" quando qualquer vizinhanga de x contém algum
elemento de X e algum elemento do complementar de X.

@ O conjunto dos pontos fronteira de X € chamado de
fronteira de X e sera denotado por FrX.

@ O fecho de um conjunto X é a unido de X com a fronteira
de X e sera denotado por X.
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Conjunto compacto

@ X C R”" é fechado quando contém sua fronteira, ou seja,
quando FrX C X.

O conjunto X é compacto se, e somente se, toda sequéncia de elementos de
X possui uma subsequéncia que converge para algum elemento de X.
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Conjunto compacto

@ X C R”" é fechado quando contém sua fronteira, ou seja,
quando FrX C X.

@ X C R" é limitado quando existe M > 0 tal que ||x|| < M,
para todo x € X.

O conjunto X é compacto se, e somente se, toda sequéncia de elementos de
X possui uma subsequéncia que converge para algum elemento de X.
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Conjunto compacto

@ X C R”" é fechado quando contém sua fronteira, ou seja,
quando FrX C X.

@ X C R" é limitado quando existe M > 0 tal que ||x|| < M,
para todo x € X.

@ X C R" é compacto quando é fechado e limitado.

v

O conjunto X é compacto se, e somente se, toda sequéncia de elementos de
X possui uma subsequéncia que converge para algum elemento de X.
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Determine a fronteira e verifique se o conjunto é compacto:

X ={xeR*|x{+8x < 16}.
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Determine a fronteira e verifique se o conjunto é compacto:
X ={xeR*|x{+8x < 16}.
@ Fronteira.
FrX = {xeR*|[x{ + 83 =16} .
15
05

-0.5

-1
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Determine a fronteira e verifique se o conjunto é compacto:
X ={xeR*|x{+8x < 16}.
@ Fronteira.
FrX = {xeR*|[x{ + 83 =16} .

@ X é limitado, pois se x € X, entdo —2 <x; <2

e —v2<x<V2.
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Determine a fronteira e verifique se o conjunto é compacto:
X ={xeR*|x{+8x < 16}.
@ Fronteira.
FrX = {xeR*|[x{ + 83 =16} .

@ X é limitado, pois se x € X, entdo —2 <x; <2
e—V2<xn < V2

@ X é fechado. De fato, se x* € X e x* — x,
entao

Ko, B e (DHP8EE)2 <16

Portanto, x{ + 8x3 < 16, donde segue que X é

fechado. 2", CENGAGE

= Learning
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Determine a fronteira e verifique se o conjunto é compacto:
X ={xeR*|x{+8x < 16}.
@ Fronteira.
FrX = {xeR*|[x{ + 83 =16} .

@ X é limitado, pois se x € X, entdo —2 <x; <2
e—V2<xn < V2

@ X é fechado. De fato, se x* € X e x* — x,
entao

Ko, B e (DHP8EE)2 <16

Portanto, x{ + 8x3 < 16, donde segue que X é

fechado. 2", CENGAGE

= Learning

@ X é compacto.

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 23/57



Determine a fronteira dos conjuntos abaixo e verifique se sdo compactos:

B={xeR"||x|| <1} e S={xeR"||x||=1}
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Determine a fronteira dos conjuntos abaixo e verifique se sdo compactos:

B={xeR"||x|| <1} e S={xeR"||x||=1}

@ Fronteira.
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Determine a fronteira dos conjuntos abaixo e verifique se sdo compactos:

B={xeR"||x|| <1} e S={xeR"||x||=1}

@ Fronteira.
FrB=FrS=2=.
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Determine a fronteira dos conjuntos abaixo e verifique se sdo compactos:

B={xeR"||x|| <1} e S={xeR"||x||=1}

@ Fronteira.
FrB=FrS=2=.

@ Compacidade.
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Determine a fronteira dos conjuntos abaixo e verifique se sdo compactos:

B={xeR"||x|| <1} e S={xeR"||x||=1}

@ Fronteira.
FrB=FrS=2=.

@ Compacidade. O conjunto B ndo € compacto pois nao contém sua
fronteira mas S é compacto.
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Determine a fronteira do conjunto abaixo e verifique se € compacto:
Q={xeR"|u'x<b},

onde u € R"\ {0} e b € R sdo dados.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 25/57



Determine a fronteira do conjunto abaixo e verifique se € compacto:
Q={xeR"|u'x<b},

onde u € R"\ {0} e b € R sdo dados.

@ Fronteira.
FrQ={xeR"|u"x=b}.
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Determine a fronteira do conjunto abaixo e verifique se € compacto:
Q={xeR"|u'x<b},

onde u € R"\ {0} e b € R sdo dados.

@ Fronteira.
FrQ={xeR"|u"x=b}.

@ Compacidade. 2 nao é compacto, pois nao € limitado.
Tomando um elemento x € Q e um vetor v | u, temos x+1tv € Q, para
todor € R.
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Conjunto aberto

@ Um ponto ¥ € X C R" é ponto interior de X quando é centro

de alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando existe
d > 0 tal que B(%,9) C X.
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Conjunto aberto

@ Um ponto ¥ € X C R" é ponto interior de X quando é centro
de alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando existe
d > 0 tal que B(%,9) C X.

@ O interior de um conjunto X é formado pelos pontos
interiores a X e denotado por intX.
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Conjunto aberto

@ Um ponto ¥ € X C R" é ponto interior de X quando é centro

de alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando existe
d > 0 tal que B(%,9) C X.

@ O interior de um conjunto X é formado pelos pontos
interiores a X e denotado por intX.

7

@ X C R” é aberto quando todos os seus pontos séo
interiores, ou seja, intX = X.
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Determine o interior dos conjuntos abaixo e verifique se sao abertos.

X={xeR?|x{+8x3 <16}, B={xeR"||x]| <1},
S={xeR"||x|]|=1}, Q={xeR"|u"x<b}.
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Determine o interior dos conjuntos abaixo e verifique se sao abertos.

X={xeR?|x{+8x3 <16}, B={xeR"||x]| <1},
S={xeR"||x|]|=1}, Q={xeR"|u"x<b}.

o intX = {x € R?|x}+8x3 < 16}.
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Determine o interior dos conjuntos abaixo e verifique se sao abertos.
X={xeR?|x{+8x3 <16}, B={xeR"||x]| <1},
S={xeR"||x|]|=1}, Q={xeR"|u"x<b}.

o intX = {x € R?|x}+8x3 < 16}.
@ intB = B.
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Determine o interior dos conjuntos abaixo e verifique se sao abertos.

X={xeR?|x{+8x3 <16}, B={xeR"||x]| <1},
S={xeR"||x|]|=1}, Q={xeR"|u"x<b}.

o intX = {x € R?|x}+8x3 < 16}.
@ intB = B.
@ intS =0.
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Determine o interior dos conjuntos abaixo e verifique se sao abertos.

X={xeR?|x{+8x3 <16}, B={xeR"||x]| <1},
S={xeR"||x|]|=1}, Q={xeR"|u"x<b}.

o intX = {x € R?|x}+8x3 < 16}.
@ intB =B.

@ intS =0.

o intQ={xeR"|u'x<b}.
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Determine o interior dos conjuntos abaixo e verifique se sao abertos.

X={xeR?|x{+8x3 <16}, B={xeR"||x]| <1},
S={xeR"||x|]|=1}, Q={xeR"|u"x<b}.

o intX = {x € R?|x}+8x3 < 16}.

@ intB=B8B.

@ intS =0.

o intQ={xeR"|u'x<b}.
Assim, apenas o conjunto B € aberto.
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infimo e supremo de um subconjunto de R.

Considere X C R um conjunto limitado inferiormente.

@ Existe um unico ¢ € R tal que

(i) ¢ <x, paratodox € X;
(ii) Paratodo € > 0, existe x € X tal que x < ¢ +&.

Dizemos que c¢ é o infimo do conjunto X e denotamos ¢ = inf X.
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infimo e supremo de um subconjunto de R.

Considere X C R um conjunto limitado inferiormente.

@ Existe um unico ¢ € R tal que

(i) ¢ <x, paratodox € X;
(ii) Paratodo € > 0, existe x € X tal que x < ¢ +&.

Dizemos que c¢ é o infimo do conjunto X e denotamos ¢ = inf X.
@ Existe um unico s € R tal que

(i) x <s, paratodo x € X;
(ii) Paratodo € > 0, existe x € X tal que x > s — €.

Dizemos que s é o supremo do conjunto X e denotamos s = supX.
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",

@ Nucleode A: A[(A) = {x e R" | Ax=0}
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",
@ Nucleode A: A[(A) = {x e R" | Ax =0}
@ Nulidade de A: dim(A(A))
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",
@ Nucleode A: A[(A) = {x e R" | Ax=0}
@ Nulidade de A: dim(A(A))

@ Imagem de A € R™*":
Im(A) ={y € R" |y =Ax, paraalgumx ¢ R"}.
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*".
@ Nucleode A: A[(A) = {x e R" | Ax =0}
@ Nulidade de A: dim(A(A))
@ Imagem de A € R™*":
Im(A) ={y € R" |y =Ax, paraalgumx ¢ R"}.
@ Posto de A: posto(A) = dim(Im(A)).
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",

Resultados

@ A[(A) é um subespago vetorial de R".

Se A é de posto completo, entdo ou as colunas ou as linhas de A sao

linearmente independentes.
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",

Resultados

@ A[(A) é um subespago vetorial de R".
o A(ATA) = N(A).

Se A é de posto completo, entdo ou as colunas ou as linhas de A sao

linearmente independentes.
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",

Resultados

@ A[(A) é um subespago vetorial de R".
o A(ATA) = N(A).

@ Im(A) é um subespaco vetorial de R”.

Se A é de posto completo, entdo ou as colunas ou as linhas de A sao

linearmente independentes.
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",

Resultados

@ A[(A) é um subespago vetorial de R".
o A(ATA) = N(A).
@ Im(A) é um subespaco vetorial de R”.

@ Im(A) é o espaco vetorial gerado pelas colunas de A,
chamado espaco coluna de A.

v

Se A é de posto completo, entdo ou as colunas ou as linhas de A sao

linearmente independentes.
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",

Resultados

@ A[(A) é um subespago vetorial de R".
o A(ATA) = N(A).
@ Im(A) é um subespaco vetorial de R”.

@ Im(A) é o espaco vetorial gerado pelas colunas de A,
chamado espaco coluna de A.

@ posto(A) = posto(AT).

v

Se A é de posto completo, entdo ou as colunas ou as linhas de A sao

linearmente independentes.
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Nucleo e Imagem.

Considere uma matriz A € R™*",

Resultados

@ A[(A) é um subespago vetorial de R".
o A(ATA) = N(A).
@ Im(A) é um subespaco vetorial de R”.

@ Im(A) é o espaco vetorial gerado pelas colunas de A,
chamado espaco coluna de A.

@ posto(A) = posto(AT).
@ posto(A) < min{m,n}.

A é de posto cheio ou posto completo quando posto(A) = min{m,n}.
Se A é de posto completo, entdo ou as colunas ou as linhas de A sao

linearmente independentes.
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Resultado fundamental

Considere uma matriz A € R"™*",

Teorema do nucleo e imagem

dim(A((A)) +dim(Im(A)) =n
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2((4) L Im(A7)

Dada a matriz A = (1 1 0), determine A\ (A) e Im(AT).
Qual é a representagao geomeétrica destes subespagos?
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2((4) L Im(A7)

Dada a matriz A = (1 1 0), determine A\ (A) e Im(AT).
Qual é a representagao geomeétrica destes subespagos?

@ Como x € A[(A) se, e somente se, x| +x; =0,

1 0
N(A) == _1 ) 0 )
0 1

gue geometricamente é um plano .
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2((4) L Im(A7)

Dada a matriz A = (1 1 0), determine A\ (A) e Im(AT).
Qual é a representagao geomeétrica destes subespagos?

@ Como x € A[(A) se, e somente se, x| +x; =0,

1 0
N(A) = -1 9 0 )
0 1
gue geometricamente é um plano .
1
e Im(AT) = 1 gue é uma reta perpendicular ao plano 7.
0
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2((4) L Im(A7)

Generalizacao

Considere uma matriz A € R™*". Mostre que A (A) | Im(AT).
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2((4) L Im(A7)

Generalizacao

Considere uma matriz A € R™*". Mostre que A (A) | Im(AT).

Dados x € \[(A) e z € Im(AT), temos

xlz=xTATy = (Ax)"y = 0.
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Complemento ortogonal

Definicao

Seja Y C R"™. O complemento ortogonal de Y é o conjunto dado por

Yt ={xeR"|x"y=0 paratodo ycY}.
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Complemento ortogonal

Definicao

Seja Y C R"™. O complemento ortogonal de Y é o conjunto dado por

Yt ={xeR"|x"y=0 paratodo ycY}.

Se A € R™" entdo N(A) = Im(AT)".
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Matriz definida positiva

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

@ A é definida positiva quando x” Ax > 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A > 0.
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Matriz definida positiva

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

Definicao

@ A é definida positiva quando x” Ax > 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A > 0.

@ A é dita semidefinida positiva, quando x” Ax > 0, para todo x € R" e
denota-se por A > 0.
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As seguintes afirmacdes sao equivalentes
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denota-se por A > 0.

@ A é dita semidefinida positiva, quando x” Ax > 0, para todo x € R" e
denota-se por A > 0.

v

As seguintes afirmacdes sao equivalentes

@ A é definida positiva.
e x"Ax > 0, para todo x € R"\ {0}.
@ Todos os autovalores de A sao positivos.
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Matriz definida positiva

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

@ A é definida positiva quando x” Ax > 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A > 0.

@ A é dita semidefinida positiva, quando x” Ax > 0, para todo x € R" e
denota-se por A > 0.

@ A é definida positiva.
e x"Ax > 0, para todo x € R"\ {0}.
@ Todos os autovalores de A sao positivos.

@ Os determinantes de A e das suas submatrizes obtidas retirando-se as
Ultimas k linhas e colunas de A comk=1,--- ,n— 1 sdo positivos.
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Matriz definida negativa

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

@ A é definida negativa quando x” Ax < 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A < 0.
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Matriz definida negativa

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

Definicao

@ A é definida negativa quando x” Ax < 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A < 0.

@ A é dita semidefinida negativa, quando x” Ax < 0, para todo x € R"e
denota-se por A < 0.
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Matriz definida negativa

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

@ A é definida negativa quando x” Ax < 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A < 0.
@ A é dita semidefinida negativa, quando x” Ax < 0, para todo x € R"e

denota-se por A < 0.

As seguintes afirmagbes sdo equivalentes
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Matriz definida negativa
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@ A é definida negativa quando x” Ax < 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A < 0.
@ A é dita semidefinida negativa, quando x” Ax < 0, para todo x € R"e

denota-se por A < 0.

As seguintes afirmagbes sdo equivalentes

@ A é definida negativa.
o xTAx <0, para todo x € R"\ {0}.
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Matriz definida negativa

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

@ A é definida negativa quando x” Ax < 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A < 0.
@ A é dita semidefinida negativa, quando x” Ax < 0, para todo x € R"e

denota-se por A < 0.

As seguintes afirmagbes sdo equivalentes

@ A é definida negativa.
o xTAx <0, para todo x € R"\ {0}.
@ Todos os autovalores de A sdo negativos.
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Matriz definida negativa

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

@ A é definida negativa quando x” Ax < 0, para todo x € R"\ {0} e
denota-se por A < 0.

@ A é dita semidefinida negativa, quando x” Ax < 0, para todo x € R"e
denota-se por A < 0.

As seguintes afirmagbes sdo equivalentes

@ A é definida negativa.
o xTAx <0, para todo x € R"\ {0}.
@ Todos os autovalores de A sao negativos.

@ Os determinantes de A e das suas submatrizes obtidas retirando-se as
ultimas & linhas e colunasde A comk =1,---,n— 1, de ordem par sao
positivos, enquanto os de ordem impar sao negativos.
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Matriz indefinida

Seja A € R"™" uma matriz simétrica.

Definicao

A é indefinida quando existem x,y € R” tais que x” Ax < 0 < y’ Ay.

Uma matriz indefinida possui alguns autovalores positivos e outros negativos.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 37/57



Propriedades

Resultado

7

Se A € R™" & uma matriz simétrica com A; e A,, sendo 0 menor e o maior
autovalor, respectivamente, entao

Mlxl? < x"Ax < Al

para todo x € R".
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Norma de uma matriz

Definicao de norma de matriz

1A]} = sup {[[Ax]| | [lx]| = 1}
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Norma de uma matriz

Definicao de norma de matriz

1A]} = sup {[[Ax]| | [lx]| = 1}

@ Generalizagao da desigualdade de Cauchy-Schwarz: ||Ax|| < ||All|x||
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Norma de uma matriz

Definicao de norma de matriz

1A]} = sup {[[Ax]| | [lx]| = 1}

@ Generalizagao da desigualdade de Cauchy-Schwarz: ||Ax|| < ||All|x||

@ Seja A € R™" uma matriz simétrica com autovalores A;,As,...,A,. Se
considerarmos a norma euclidiana na definicdo da norma, entao

[A]] = max {[A1], [Az], -, [}
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Gradiente, Hessiana e Jacobiana

@ Considere f : R" — R uma fung&o de classe .

o Gradiente de f: o Hessiana de f:
af 0% f 02 f
x| ox10x;  0x0x,
vi=| : vir=| o
af f f
0xp 0x,0x1 o 0x,0x;,
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Gradiente, Hessiana e Jacobiana

@ Considere f : R" — R uma fung&o de classe .

o Gradiente de f: o Hessiana de f:
af 0% f 02 f
x| ox10x;  0x0x,
vi=| : vir=| o
af f f
0xp 0x,0x1 o 0x,0x;,

@ Considere f : R" — R™ uma fungéo de classe C!.
Sua derivada, chamada de Jacobiana, é a matriz

on o
ox; ox,
Jp= f’ = : . :
dfm dfm
T 22 Leamng
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Calcule gradiente e Hessiana das fungdes abaixo.
e f:R" — Rdadapor f(x) = ||x]|*> = xTx.
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Calcule gradiente e Hessiana das fungdes abaixo.
e f:R" — Rdadapor f(x) = ||x]|*> = xTx.

Vix)=2x e Vif(x)=2I,

onde [ € R"™ " é a matriz identidade.
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Calcule gradiente e Hessiana das fungdes abaixo.
e f:R" — Rdadapor f(x) = ||x]|*> = xTx.

Vix)=2x e Vif(x)=2I,

onde [ € R"™ " é a matriz identidade.

@ g:R" — R dada por g(x) = x” Ax, onde A € R"™*" é uma matriz
arbitraria.
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Calcule gradiente e Hessiana das fungdes abaixo.
e f:R" — Rdadapor f(x) = ||x]|*> = xTx.

Vix)=2x e Vif(x)=2I,

onde [ € R"™ " é a matriz identidade.

@ g:R" — R dada por g(x) = x” Ax, onde A € R"™*" é uma matriz
arbitraria. Note que

g(x+ze;) —g(x)

=el (A+AT)x+te! Ae;.
t

Portanto,
Ve(x)=(A+AT)x e Vigx)=A+AT.
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Propriedade do vetor gradiente

O gradiente € um vetor perpendicular a curva de nivel e
aponta na dire¢gao de maior crescimento da fungao.
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Restricao de f : R” — R aos pontos de um segmento

Dados ¥,d € R"e f: R" — R, defina@: I C R — R por ¢(r) = f(x+1d).
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Restricao de f : R” — R aos pontos de um segmento

Dados ¥,d € R"e f: R" — R, defina@: I C R — R por ¢(r) = f(x+1d).

@ Derivada de ¢: \
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Restricao de f : R” — R aos pontos de um segmento

Dados ¥,d € R"e f: R" — R, defina@: I C R — R por ¢(r) = f(x+1d).

@ Derivada de ¢:
¢/ (1) = Vf(5+1d)d. \
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Restricao de f : R” — R aos pontos de um segmento

Dados ¥,d € R"e f: R" — R, defina@: I C R — R por ¢(r) = f(x+1d).

@ Derivada de ¢:
¢/ (1) = Vf(5+1d)d.
@ Segunda derivada de ¢:

= . IGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 43 /57



Restricao de f : R” — R aos pontos de um segmento

Dados ¥,d € R"e f: R" — R, defina@: I C R — R por ¢(r) = f(x+1d).

@ Derivada de ¢:
¢/ (1) = Vf(5+1d)d.
@ Segunda derivada de ¢:
O'(t) =d"V?f(x+td)d. \ ~
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Aproximacao de Taylor de ordem 1.

2r A
1.5¢
1,

0.5},
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Aproximacao de Taylor de ordem 2.

2r A
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Aproximacao de Taylor de ordem 3.

2

4L
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Aproximacao de Taylor de ordem 4.

2r A
1.5¢
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Aproximacao de Taylor de ordem 5.

2r A
1.5¢
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Taylor de primeira ordem

Considere f: R® — R uma funcéo diferenciavel e ¥ € R". Entao,

f(x) = f@) + VD (x—3) +r(x),

o a2 g
=% ||lx — ]|
v
‘_/ : > 2" CENGAGE
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Aproximacao linear para f em torno de x

Polinémio de Taylor de primeira ordem

/\ . @ =@
v Vpi(0) = V().

-15
-2 ; - - - ' ~ » CENGAGE
-6 -4 -2 0 2 4 6 '~ Learning'

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 1 - Revisao de conceitos 50/57



Taylor de segunda ordem

Se f:R" — R é uma fungao duas vezes diferenciavel e x € R”, entao
1
f@) =@ +VIE (x—%)+ E(X—X)Tvzf(ﬂ(x—f) +r(x),

com lim r(xz =
x—x [|x — %2
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Aproximacao quadratica para f em torno de x

Polinbmio de Taylor de segunda ordem

/\ p2(0) =19

Vpa(%) = V(%)
V2ps(X) = V2 £(%)
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Teorema do Valor Médio

Considere f : R" — R continua e x,d € R". Se f é diferenciavel no
segmento (¥,X+d), entdo existe r € (0, 1) tal que

f(E+d) = f(X)+Vf(E+td)d.

. CENGAGE
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Taylor com resto de Lagrange

Considere f : R" — R uma funcéo de classe C' e X,d € R". Se f é
duas vezes diferenciavel no segmento (¥,%+ d), entdo existe 7 € (0,1)
tal que

FE+d) = F8)+ V@D d + 3d"Vf 5+ 1d)d
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Desigualdade do Valor Médio

Considere f : R" — R™ continua e x,d € R”". Se f é diferenciavel no
segmento (¥,X+d) e ||J¢(x)|| <M, para todo x € (X,%+d), entdo

IF(x+d) = F &) < M]|d].
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Teorema da funcao implicita

Seja ¢ : R"™! — R” uma fungao de classe C!. Considere o sistema de
n equagoes e n+ 1 variaveis definido por

m(f)=o,

X

0
qual a Jacobiana de ¢ em relagéo a x tem posto n, entdo existe uma
vizinhanga I C R de 0 e uma curva diferenciavel y: I — R” tal que

v(0)=xeo ('Y(;)) =0, paratodor € I.

onde x € R" et € R. Se o ponto € uma solugao do sistema, na

v
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