Otimizagao Continua: Aspectos tedricos e computacionais
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0 Programagao linear
e Programagéo nao linear

e Condicoes de otimalidade para minimizacao irrestrita
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Modelagem matematica

Problemas reais em diversas areas podem ser formulados matematicamente,
dentre os quais:

@ Formulagao de misturas

@ Dieta nutricional

Corte de barras e chapas
Logistica - transporte
Designacao (pessoas e tarefas)
Andlise de crédito

Diagnéstico de doengas

Reconhecimento de voz

@ Reconhecimento de padrdes

Objetivo: minimizar ou maximizar certa fun¢gdo, como o custo ou o lucro em
determinado processo. 2. CENGAGE

= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Cap. 2 - Introdugao a Otimizagéo 3/40



Exemplo: formulagado de misturas

Uma induUstria produz 2 tipos de ago, de acordo com as informages abaixo.

Aco 1 | Ago 2 | Disponibilidade (h/dia)
Tempo de forno (h/KQ) 2 2 8
Tempo de resfriamento (h/Kg) 5 3 15
Lucro unitario (R$/Kg) 120 100

Determine a quantidade diaria, em (Kg), a ser produzida de cada tipo de ago
de modo a maximizar o lucro.
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Exemplo: formulagado de misturas

Uma induUstria produz 2 tipos de ago, de acordo com as informages abaixo.

Aco 1 | Ago 2 | Disponibilidade (h/dia)
Tempo de forno (h/KQ) 2 2 8
Tempo de resfriamento (h/Kg) 5 3 15
Lucro unitario (R$/Kg) 120 100

Determine a quantidade diaria, em (Kg), a ser produzida de cada tipo de ago
de modo a maximizar o lucro.

Formulagao matematica

maximizar 120x; + 100x;

sujeitoa 2x;+2xp <8
S5x143x <15
x1 20, x>0
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Exemplo: formulagado de misturas
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Formulagao matematica

maximizar 120x; + 100x;

sujeitoa 2x;+2xp <8
S5x143x <15
x1 20, x>0
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Problema de programacao linear

Formulagao geral

minimizar ¢’x

sujeitoa Ax=0b
x>0

@ Dados: ce R", A e R™" pecR™
@ Incégnitas: x € R"
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Interpretacao geométrica de um PPL
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Interpretacao geométrica de um PPL
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Programacao nao linear

@ Nem todos os problemas podem ser formulados em termos de fungées
lineares.
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Exemplo: problema de localizagao

O problema

Dados m pontos y',...,y" em R”", determinar o ponto cuja
soma das distancias aos pontos dados é minima.
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Formulacao matematica

Programacao nao linear

minimizar i [« = ]|
=1
xeR” l
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Programacao nao linear irrestrita

Problema irrestrito

minimizar  f(x)
xeR"
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Voltando ao problema de localizacao

O problema

Considere o problema anterior, mas com a restrigdo de que o ponto
procurado deve pertencer a uma regiao pré-estabelecida.
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Formulacao matematica

Programacao nao linear

minimizar i [Jx— ||
=1
sujeito a ]h—cngr
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Problema de programacao nao linear

Formulacao geral

minimizar f(x)
sujeitoa xeQ

o f:R"— R, dita fungao objetivo.
e Q C R", dito conjunto viavel.

Se Q =", o problema ¢ dito irrestrito.
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Maximizagao versus minimizacao
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Maximizagao versus minimizacao
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Problema de programacao nao linear

Considere uma fungéo f:R" - Rex* € Q C R".

@ x* & um minimizador local de f em Q quando existe & > 0, tal que
f(x*) < f(x), para todo x € B(x*,8) N Q.
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@ x* & um minimizador local de f em Q quando existe & > 0, tal que
f(x*) < f(x), para todo x € B(x*,d) N Q.

@ x* é um minimizador global de f em © quando f(x*) < f(x),
para todo x € Q.
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Problema de programacao nao linear

Considere uma fungéo f:R" - Rex* € Q C R".

@ x* & um minimizador local de f em Q quando existe & > 0, tal que
f(x*) < f(x), para todo x € B(x*,d) N Q.

@ x* é um minimizador global de f em © quando f(x*) < f(x),
para todo x € Q.

Quando as desigualdades forem estritas para x # x*, diremos que x* é
minimizador estrito.
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Unicidade de minimizadores

O minimizador pode nao ser Unico. J

v
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Existéncia de minimizadores

O minimizador pode nao existir. )

A

v
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Existéncia de minimizadores

Teorema de Weierstrass

Sejam f: R" — R continua e Q C R" compacto nao vazio. Entao
existe minimizador global de f em Q.

-
-

A

v
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Existéncia de minimizadores

Corolario do teorema de Weierstrass

Seja f : R" — R continua e suponha que existe ¢ € R tal que o
conjunto L = {x € R" | f(x) < ¢} é compacto nao vazio.
Entao f tem um minimizador global.
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Existéncia de minimizadores

Funcéao coerciva

Uma fungédo f : R" — R é coerciva quando lim f(x) = o, ou seja,

XH*)OO

quando para todo M > 0, existe r > 0 tal que f(x) > M sempre que
||x|| > r.

Teorema

Seja f: R" — R uma fungao continua e coerciva.
Entao, f tem um minimizador global.
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Condicao necessaria de 12 ordem para problemas irrestritos

Seja f : R"” — R diferenciavel no ponto x* € R".

Se x* é um minimizador local de f, entao x* é um ponto critico

(ou estacionario) de f, ou seja, V f(x*) = 0.
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Condicoes de otimalidade para minimizacgao irrestrita

Seja f: R? — R dada por

f(x) = sen (3x} +x3) + cos(x} —x3) + 5x3.
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@ f tem minimizadores em R3?
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Condicoes de otimalidade para minimizacgao irrestrita

Seja f: R? — R dada por

f(x) = sen (3x} +x3) + cos(x} —x3) + 5x3.

@ f tem minimizadores em R3?

Vf(x) # 0, para todo x € R?, pois g){(x) =5.
3

Logo, f nao tem pontos criticos e consequentemente ndo existe
minimizador de f em R3.
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3

Logo, f nao tem pontos criticos e consequentemente ndo existe
minimizador de f em R3.

> 2
@ f tem minimizadores em B = {xe R3 |x%—|—%+% < 1}?
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Condicoes de otimalidade para minimizacgao irrestrita

Seja f: R? — R dada por

f(x) = sen (3x} +x3) + cos(x} —x3) + 5x3.

@ f tem minimizadores em R3?

Vf(x) # 0, para todo x € R?, pois i{(x) =5.
3

Logo, f nao tem pontos criticos e consequentemente ndo existe
minimizador de f em R3.

> 2
@ f tem minimizadores em B = {xe R3 |x%—|—%+% < 1}?

Como f é continua e B € compacto, o Teorema de Weierstrass garante
que existe minimizador de f em B.
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Condicoes de otimalidade para minimizacgao irrestrita

Condicao necessaria de 22 ordem

Seja f: R" — R duas vezes diferenciavel no ponto x* € R". Se x* é
um minimizador local de f, entdo a matriz Hessiana de f no ponto x* é
semidefinida positiva, isto &, d” V2 f(x*)d > 0, para todo d € R”.
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Seja f : R? — R dada por f(x) = (x; —x3)(x1 — 3x3). J

Verifique que:
@ X =0 é o unico ponto estacionario de f e ndo é minimizador.
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Seja f : R? — R dada por f(x) = (x; —x3)(x1 — 3x3). J

Verifique que:
@ X =0 é o unico ponto estacionario de f e ndo é minimizador.

o 2)C1 _ 0 o
o Vf(x)= ( 3x1x2—|—22x2> = (0) =x=0.
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Seja f : R? — R dada por f(x) = (x; —x3)(x1 — 3x3). J

Verifique que:
@ X =0 é o unico ponto estacionario de f e ndo é minimizador.

_ 2x1 2 _(0 —
° Vf(x)—( 3x1x2—|—2x2>_(0):>x_0'
4

o f(33,x%) = —)1% <0 = =0 n&o é minimizador local de f.
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Seja f : R? — R dada por f(x) = (x; —x3)(x1 — 3x3). J

Verifique que:
@ X =0 é o unico ponto estacionario de f e ndo é minimizador.

_ 2x1 2 _(0 —
° Vf(x)—( 3x1x2—|—2x2>_(0):>x_0'
4

o f(33,x%) = _ﬁ <0 = %=0nao é minimizador local de f.

@ X minimiza localmente f ao longo de qualquer d € R"\ {0}.
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Seja f : R? — R dada por f(x) = (x; —x3)(x1 — 3x3). |

Verifique que:
@ X =0 é o unico ponto estacionario de f e ndo é minimizador.

_ 2x1 2 _(0 —
° Vf(x)—( 3x1x2—|—2x2>_(0):>x_0'
4

o f(33,x%) = _% <0 = %=0nao é minimizador local de f.

@ X minimiza localmente f ao longo de qualquer d € R"\ {0}.
Note que, /(5+¢d) = *(d) — 1d3) () — 313)
o Sed; =0, entdo f(X+1td) = 3t*d3 > 0.
o Sed; #0, (d —td3)(di — §td3) >0 emt =0 e, por continuidade,
também para ¢ proximo de 0.

Ref.: A. Friedlander. Elementos de programagao nao-linear, Unicamp, 1994. K EeEa':Jrs.fg-GE
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llustracao do exemplo anterior

Seja f : R? — R dada por f(x) = (x; —x3)(x1 — 3x3). ]

X =0 é o Unico ponto estacionario de f e ndo € minimizador.
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llustracao do exemplo anterior

Seja f : R? — R dada por f(x) = (x; —x3)(x1 — 3x3). |

X minimiza localmente f ao longo de qualquer d € R"\ {0}.
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Condicoes de otimalidade para minimizacgao irrestrita

Condicao suficiente de 22 ordem

Seja f : R” — R duas vezes diferenciavel no ponto x* € R”". Se x* é
um ponto estacionario da fungéo f e V2 f(x*) é definida positiva, entao
x* é minimizador local estrito de f.
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Ponto sela

Definicao

Considere uma fungéo diferenciavel f : R"” — R e ¥ € R" um ponto
estacionario de f. O ponto X € um ponto de sela da fungao f quando
para todo € > 0, existem x,y € B(¥,€) tais que

fO) <f(&®) < fO)-

| \

Teorema
Seja f : R" — R duas vezes diferenciavel no ponto estacionario
% € R". Se V2 f(%) é indefinida, entdo ¥ é ponto de sela de f.

A
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Descreva os pontos estacionarios da funcdo f : R> — R dada por

fx) =203 —3x3 — 6122 (x] —x2 — 1).
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Descreva os pontos estacionarios da funcdo f : R> — R dada por

fx) =203 —3x3 — 6122 (x] —x2 — 1).

(623 +6x, 2 [ 1201 =120, —6  —12x1+12x,+6
Vf(x)_<6x%12x1x26x1 » Vi) = —12x; +12x, 4+ 6 12x;
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Descreva os pontos estacionarios da funcdo f : R> — R dada por

fx) =203 —3x3 — 6122 (x] —x2 — 1).

(623 +6x, 2 [ 1201 =120, —6  —12x1+12x,+6
Vf(x)_<6x%12x1x26x1 » Vi) = —12x; +12x, 4+ 6 12x;

@ x' = <8) é ponto de sela.
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Descreva os pontos estacionarios da funcdo f : R> — R dada por

fx) =203 —3x3 — 6122 (x] —x2 — 1).

(623 +6x, 2 [ 1201 =120, —6  —12x1+12x,+6
Vf(x)_<6x%12x1x26x1 » Vi) = —12x; +12x, 4+ 6 12x;

°
=
I

! <8) é ponto de sela.

2

o X

<(1)> é minimizador local.
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Descreva os pontos estacionarios da funcdo f : R> — R dada por

fx) =203 —3x3 — 6122 (x] —x2 — 1).

6x3 + 6x2 V2 f(x) = 12x; —12x, =6 —12x; +12x,+6
’ T\ —120 + 1260+ 6 12x

€ ponto de sela.

é minimizador local.

> € ponto de sela.
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Descreva os pontos estacionarios da funcdo f : R> — R dada por

fx) =203 —3x3 — 6122 (x] —x2 — 1).

_[6x3+6x, 2oy [ 120 =120 -6 —12x;+12x2 +6
Vi) = <6x%12x1x26x1 » VIO= Cin 126,46 12x
0\ ,
@ x' = <O) é ponto de sela. 0.5
1 0
o XX = é minimizador local.
0 -05
; 0 .
o x’ = 1 € ponto de sela. -1
B 15l
o x*= < 1) é maximizador local.
- -2

= -1
Ref.: A. Friedlander. Elementos de programagao nao-linear, Unicamp, 1994,
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