Otimizacao Continua: Aspectos tedricos e computacionais
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0 Algoritmos de descida

9 Métodos de busca unidirecional
@ Busca exata - Algoritmo da Secdo Aurea
@ Busca inexata - Condi¢ao de Armijo

9 Convergéncia global de algoritmos
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Direcao de descida

Definicao

Considere uma fungéo f : R” — R, um ponto ¥ € R" e uma diregao

d € R"\ {0}. Dizemos que d é uma direcdo de descida para f, a partir de &,
quando existe d > 0 tal que f(X+1d) < f(X), para todo 7 € (0,9).
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Direcao de descida

Definicao

Considere uma fungéo f : R” — R, um ponto ¥ € R" e uma diregao

d € R"\ {0}. Dizemos que d é uma direcdo de descida para f, a partir de &,
quando existe d > 0 tal que f(X+1d) < f(X), para todo 7 € (0,9).

Teorema

Se Vf(x)"d < 0, entdo d é uma direcao
de descida para f, a partir de .
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1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = 5 (x| —x3) e ¥= <(1)> Sed= (Zl> ¢
2

tal que d; <0, entdo d € uma diregao de descida para f, a partir de .

Vv f
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1
Sejam f: R? — R dada porf(x)zi(x%—xg) ex= < > Sed= (Z >
X.

tal que d; <0, entdo d € uma diregao de descida para f, a partir de

Vix)Td=d,.

Vv f
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1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = 5 (x| —x3) e ¥= <(1)> Sed= (Zl> ¢
2

tal que d; <0, entdo d € uma diregao de descida para f, a partir de .

Vix)Td=d,.
Se d; < 0, pelo teorema anterior tem-se
o resultado.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 4 - Algoritmos 4/129



1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = 5 (x| —x3) e ¥= <(1)> Sed= (Zl> ¢
2

tal que d; <0, entdo d € uma diregao de descida para f, a partir de .

Vix)Td=d,.
d Se d; < 0, pelo teorema anterior tem-se
' o resultado.
Se d; =0, ndo podemos usar o
Vv f teorema, mas basta notar que

2
Pl 1) = £(1tan) = £5) — P22
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1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = E(x%—xﬁ) ex= <(1)> Sed= (Zl) é
2
tal que d; <0, entdo d é uma direcdo de descida para f, a partir de x.

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 4 - Algoritmos 5/129



1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = 5(’%"@ ex= <_0)'

O que podemos dizer sobre d = <(l)> ?
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1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = 5(’%"@ ex= <_0)'

O que podemos dizer sobre d = <(l)> ?

Nao podemos aplicar o teorema
anterior, pois V£ (%)Td = 0.

Mas note que
2

fEtd) = fle,—1) = f(D) + 5.

Portanto, a fungéo cresce ao longo de d.
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1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = 5(’%"@ ex= <_0)'

O que podemos dizer sobre d = <(l)> ?

Nao podemos aplicar o teorema
anterior, pois V£ (%)Td = 0.

Mas note que
2

. I
FlE+1d) = f1,-1) = f(2) + 5.
Portanto, a fungéo cresce ao longo de d.
Nada se afirma quando V f(x)7d = 0.
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1
Sejam f : R? — R dada por f(x) = 5(35%—’“%) ex= <_(1)) ‘

O que podemos dizer sobre d = <(l)> ?

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 4 - Algoritmos 7/129



Algoritmo basico

Dado: x” € R"

k=0

REPITA enquanto V f(x*) # 0
Calcule d* tal que V£ (x)" d* <0

Escolha ;, > 0 tal que f(x* +5d*) < f(x¥)
Faca xft! = xk +.dk .
k=k+1
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Algoritmo basico

Dado: x0 € R”

k=20

REPITA enquanto V f(x*) # 0
Calcule d* tal que V£ (x)" d* <0

Escolha ;, > 0 tal que f(x* +5d*) < f(x¥)
Faca xft! = xk +.dk .
k=k+1
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Algoritmo basico

Dado: x0 € R”

k=0

REPITA enquanto V f(x*) # 0
Calcule d* tal que V£ (x)" d* <0

Escolha ;, > 0 tal que f(x* +5d*) < f(x¥)
Faca xft! = xk +.dk -
k=k+1
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Algoritmo basico

Dado: x0 € R”
k=0
REPITA enquanto V f(x*) # 0
Calcule d* tal que V£ (x) d* <0
Escolha ;, > 0 tal que f(x* +5d*) < f(x¥)

Faca xft! = xk +.dk 0 d*
k=k+1
V(")
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Algoritmo basico

Dado: x0 € R”

k=0

REPITA enquanto V f(x*) # 0
Calcule d* tal que V£ (x)" d* <0

Escolha #; > 0 tal que f(x* +nd*) < f(x¥)
Faga x* ! = xk 4 f,d*
k=k+1
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Algoritmo basico

Dado: x0 € R”

k=0

REPITA enquanto V f(x*) # 0
Calcule d* tal que V£ (x)" d* <0

Escolha ;, > 0 tal que f(x* +5d*) < f(x¥)
Faca x**'! = xk 4 1 d* .
k=k+1
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Algoritmo basico

Dado: x0 € R”

k=0

REPITA enquanto V f(x*) # 0
Calcule d* tal que V£ (x)" d* <0

Escolha ;, > 0 tal que f(x* +5d*) < f(x¥)
Faca xft! = xk +.dk .
k=k+1
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Algoritmo basico

O Algoritmo ou encontra um ponto estacionario em um nimero
finito de iteragcdes ou gera uma sequéncia ao longo da qual f
decresce.
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Algoritmo basico

O Algoritmo ou encontra um ponto estacionario em um nimero
finito de iteragcdes ou gera uma sequéncia ao longo da qual f
decresce.

A questao agora € saber se esta sequéncia tem algum ponto de
acumulacéo e, em caso afirmativo, se este ponto é estacionario.
v
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Algoritmo basico

1
Considere f(x) = x> e a sequéncia x* = 1 + T obtida pelo algoritmo.
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Algoritmo basico

1
Considere f(x) = x> e a sequéncia x* = 1 + T obtida pelo algoritmo.

k . ~ &', CENGAGE
x* — 1 que ndo € minimizador da fungao. '~ Learning
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Algoritmo basico

(=D*
k+1

Considere f(x) = x* e a sequéncia y* = (—1)¥ + obtida pelo algoritmo.

'
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Algoritmo basico

(=D*
k+1

Considere f(x) = x* e a sequéncia y* = (—1)¥ + obtida pelo algoritmo.

'

1 . . .

(%) tem dois pontos de acumulagéo, 1 e —1. 72 CENGAGE
L. = ~ Learning’
Nenhum destes pontos minimiza a funcéo.
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Algoritmo basico

Para garantir convergéncia do algoritmo, precisamos fazer
escolhas razoaveis:

@ da direcdo d;
@ do tamanho do passo #.
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Escolha do tamanho do passo #;

Dada uma fungao f : R” — R, um ponto ¥ € R" e uma diregdo de descida
d € R", queremos encontrar 7 > 0 tal que

fE+id) < f(%).

Veremos duas abordagens:
@ busca exata a partir do ponto X segundo a diregao d.

@ procura uma redugao suficiente de f que seja de certo modo
proporcional ao tamanho do passo.
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Busca exata

Nosso objetivo consiste em minimizar f a partir do ponto X na direcao d.

\ -
| ‘/x\

\\\\ /_
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Busca exata

Nosso objetivo consiste em minimizar f a partir do ponto X na direcao d.

Problema

minimizar f(¥+td)
sujeitoa > 0.

\\\\
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Busca exata - Exemplo com solucao algébrica

Considere f(x) = %(xl —2)2+(x—1)%, x= ((1)) ed= (?)

Faca a busca exata a partir de ¥, na diregao d.
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Busca exata - Exemplo com solucao algébrica

Considere f(x) = %(xl —2)2+(x—1)%, x= ((1)) ed= (:1;)

Faca a busca exata a partir de ¥, na diregao d.

@ Adirecdo é de descida, pois Vf(%)Td = (—1 —2) <3> =-5<0.
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Busca exata - Exemplo com solucao algébrica

Considere f(x) = %(xl —2)2+(x—1)%, x= ((1)) ed= (?)

Faca a busca exata a partir de ¥, na diregao d.

@ Adirecdo é de descida, pois Vf(%)Td = (—1 —2) (?) =-5<0.

1172 3
o Defina @(r) = f(x+1td) = f(1+3t,t) = - — 5t + =, cujo minimizador

2
satisfaz ¢'(t) = 111 — 5 =0.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 4 - Algoritmos 21/129



Busca exata - Exemplo com solucao algébrica

Considere f(x) = %(xl —2)2+(x—1)%, x= ((1)) ed= (:1;)

Faca a busca exata a partir de ¥, na diregao d.

@ Adirecdo é de descida, pois Vf(%)Td = (—1 —2) (?) =-5<0.

1172 3
o Defina @(r) = f(x+1td) = f(1+3t,t) = - — 5t + =, cujo minimizador

2
satisfaz ¢'(t) = 111 — 5 =0.

@ Assim t_—i ‘+t’d—i 261\ o (%36
S I=11 © * =11\ 5 )% \o0,45)
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Busca exata - Exemplo com solucao algébrica

Considere f(x) = %(xl —2)2+(x—1)%, = ((1)) ed= (?)

Faca a busca exata a partir de ¥, na diregao d.

3+ A

_1,
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Busca exata

Solugao algébrica normalmente nao é possivel.
Veremos o algoritmo de secéo aurea.
Precisamos do conceito de fungao unimodal.
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Funcodes unimodais

Definigcao

Uma fungao continua f : [0,00) — R é unimodal quando
admite um conjunto de minimizadores [x}, x;], € estritamente
decrescente em [0, x;] e estritamente crescente em [x;, o).
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Funcodes unimodais

Definigcao

Uma fungao continua f : [0,00) — R é unimodal quando
admite um conjunto de minimizadores [x}, x;], € estritamente
decrescente em [0, x;] e estritamente crescente em [x;, o).
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|deia do algoritmo

@ Suponha que um minimizador de f pertence ao intervalo [a, b].

Ideia do algoritmo

a b !
~'. CENGAGE
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|deia do algoritmo

@ Suponha que um minimizador de f pertence ao intervalo [a, b].

Ideia do algoritmo

Q a<u<v<hb.

o}
c
<t -
[=a
v
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|deia do algoritmo

@ Suponha que um minimizador de f pertence ao intervalo [a, b].

Ideia do algoritmo

Q@a<u<v<hb.
Q f(u) < f(v) = descarta [v,b].
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|deia do algoritmo

@ Suponha que um minimizador de f pertence ao intervalo [a, b].

Ideia do algoritmo

Q@ a<u<v<hb.
Q f(u) < f(v) = descarta [v,b].
Q f(u) > f(v) = descarta [a, u].
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|deia do algoritmo

@ Suponha que um minimizador de f pertence ao intervalo [a, b].

Ideia do algoritmo

Qa<u<v<hb.

Q f(u) < f(v) = descarta [v,b].
Q f(u) > f(v) = descarta [a, u].
© Repita o processo.
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Particao do intervalo [a, b]

@ Como particionar o intervalo [a, b]?

Trés partes iguais?

u=a+3(b—a) e v=a+

Wi

(b—a)
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Particao do intervalo [a, b]

Segundo a razao aurea

u=a+0i(b—a) e v=a+6:(b—a)
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Particao do intervalo [a, b]

Segundo a razao aurea
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Particao do intervalo [a, b]

Segundo a razao aurea
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Particao do intervalo [a, b]

Segundo a razao aurea

u=a+0i(b—a) e v=a+6:(b—a)

b—u u-—a v—a b—v
*] = e =
b—a b-—u b—a v—a
0, 1—-6,
1-06,= 0, =
®1TUIT e, ¢ 2T Ty,
3—+v5 5—1
e 0= f%0,382 e 62:\[ =¢=~0,618
2 2
a u v b
&', CENGAGE
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Particao do intervalo [a, b]

Na segdo &aurea, se |v,b] é descartado entdo v = u.

a u v b
o .
a u vt b*
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Particao do intervalo [a, b]

Na segdo &aurea, se |v,b] é descartado entdo v = u.

@ [v,b] descartado = b" =v e a" =a.

a u v b
o .
a u vt b*
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Particao do intervalo [a, b]

Na segdo &aurea, se |v,b] é descartado entdo v = u.

@ [v,b] descartado = b" =v e a" =a.
o vi=a"+6,(bt—a")=a+6,(v—a)
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Particao do intervalo [a, b]

Na segdo &aurea, se |v,b] é descartado entdo v = u.

@ [v,b] descartado = b" =v e a" =a.
o vi=a"+6,(bt—a")=a+6,(v—a)

o vt=a+0i(b—a)=a+0,(b—a)=u
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Algoritmo da Secédo Aurea

3—+V5
Dados: €>0,p>0,0; = \[,92:1—61

Fase 1: Obtengao do intervalo [a,b]
a=0,s=peb=2p
REPITA enquanto @(b) < @(s)
a=s,s=beb=2b
Fase 2: Obtengao de 7 € [a, D]
u=a+0(b—a),v=a+6b—a)
REPITA enquanto (b —a) > €
SE @(u) < o(v)
b=viv=u,u=a+6,(b—a)

SENAO
a=u,u=v,v=a+60(b—a)
.~ u-+v
Definat =
~'. CENGAGE
= Learning
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Algoritmo da Secédo Aurea

3—+V5
Dados: €>0,p>0,0; = \[,92:1—61

Fase 1: Obtengao do intervalo [a,b]
a=0,s=peb=2p
REPITA enquanto @(b) < @(s)
a=s,s=beb=2b
Fase 2: Obtengao de 7 € [a, D]
u=a+0(b—a),v=a+6b—a)
REPITA enquanto (b —a) > €
SE @(u) < o(v)
b=viv=u,u=a+6,(b—a)
SENAO 25 b

a=u,u=v,v=a+60(b—a)
.~ u-+v
Definat =
~'. CENGAGE
= Learning
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Algoritmo da Secédo Aurea

3—+V5
Dados: €>0,p>0,0; = \[,92:1—61

Fase 1: Obtengao do intervalo [a,b]
a=0,s=peb=2p
REPITA enquanto @(b) < @(s)
a=s,s=beb=2b
Fase 2: Obtengao de 7 € [a, D]
u=a+0(b—a),v=a+6b—a)
REPITA enquanto (b —a) > €
SE @(u) < o(v)
b=viv=u,u=a+6,(b—a)

b - - - -

[on gl

SENAO a s
a=u,u=v,v=a+60(b—a)
.~ u-+v
Definat =
~'. CENGAGE
= Learning
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Algoritmo da Secédo Aurea

3—+V5
Dados: €>0,p>0,0; = \[,92:1—61

Fase 1: Obtengao do intervalo [a,b]
a=0,s=peb=2p
REPITA enquanto @(b) < @(s)
a=s,s=beb=2b
Fase 2: Obtengao de 7 € [a, D]
u=a+0(b—a),v=a+6b—a)
REPITA enquanto (b —a) > €
SE @(u) < o(v)
b=viv=u,u=a+6,(b—a)

SENAO
a=u,u=v,v=a+60(b—a)
.~ u-+v
Definat =
~'. CENGAGE
= Learning
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Busca inexata - condicao de Armijo

Reducéo suficiente sem tentar minimizar a fungéo ao longo da diregao.
Dados x € R",d € R" en € (0,1). A regra de Armijo encontra 7 > 0 tal que

fE+Ed) < f(R)+niVF(x)d.

° p(t) =f(X)+1Vf(x)Td
® (1) = f(X)+nVf(x)'d
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Algoritmo - Busca de Armijo

Dados: x € R”, d € R" (diregdo de descida), y,n € (0,1)

r=1

REPITA enquanto f(%+td) > f(X) +ntVf(¥)Td

t=y
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Algoritmo - Busca de Armijo

Dados: x € R”, d € R" (diregdo de descida), y,n € (0,1)

r=1

REPITA enquanto f(%+td) > f(X) +ntVf(¥)Td

t=y

H~i
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Busca de Armijo

Considere f(x) = %(xl -2+ (xp—1)%, x= (é) ed= (?)

1
Faca uma busca de Armijo a partir de X, na diregéo d. Utilize n = 1 ey=0,8.
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1
Faca uma busca de Armijo a partir de X, na diregéo d. Utilize n = 1 ey=0,8.

@ d é uma diregédo de descida, pois Vf(x)7d = (-1 —2) <?> =-5<0.
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@ d é uma diregédo de descida, pois Vf(x)7d = (-1 —2) <?> =-5<0.

@ Comegando com ¢ = 1, 0 passo é recusado, pois

f(E+1d) > f(R)+neVIE) 4.
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@ d é uma diregédo de descida, pois Vf(x)7d = (-1 —2) <?> =-5<0.

@ Comegando com ¢ = 1, 0 passo é recusado, pois

f(E+1d) > f(R)+neVIE) 4.

@ Fazemost = 0,8 x 1, que também é recusado.
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Busca de Armijo

Considere f(x) = %(xl -2+ (xp—1)%, x= (é) ed= (?)

1
Faca uma busca de Armijo a partir de X, na diregéo d. Utilize n = 1 ey=0,8.

@ d é uma diregédo de descida, pois Vf(x)7d = (-1 —2) <?> =-5<0.

@ Comegando com ¢ = 1, 0 passo é recusado, pois

f(E+1d) > f(R)+neVIE) 4.

@ Fazemost = 0,8 x 1, que também é recusado.
@ Fazendor =10,8 x 0,8 = 0,64, teremos o0 passo aceito. Assim,

_ o 2,92
i=0,64 e x+td—<0764>.
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Busca de Armijo

Considere f(x) = %(xl -2+ (xp—1)%, x= (é) ed= (?)

1
Faca uma busca de Armijo a partir de X, na diregéo d. Utilize n = 1 ey=0,8.
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Escolha de uma direcao de descida

@ Seja H : R" — R™" definida por x — H (x) definida positiva.
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Escolha de uma direcao de descida

@ Seja H : R" — R™" definida por x — H (x) definida positiva.
@ Se Vf(x) #0,d =—H(x)Vf(x) é uma diregdo de descida.
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Escolha de uma direcao de descida

@ Seja H : R" — R™" definida por x — H (x) definida positiva.
@ Se Vf(x) #0,d =—H(x)Vf(x) é uma diregdo de descida.
@ Algoritmo.
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Escolha de uma direcao de descida

@ Seja H : R" — R™" definida por x — H (x) definida positiva.
@ Se Vf(x) #0,d =—H(x)Vf(x) é uma diregdo de descida.
@ Algoritmo.

Dado: x¥ € R"
k=0
REPITA enquanto Vf(x¥) # 0
Calcule d* tal que V£ (x*) d* < 0
Escolha #; > 0 tal que f(x* +nd*) < f(x¥)
Faca x**! = xk + f,.d*
k=k+1
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Escolha de uma direcao de descida

@ Seja H : R" — R definida por x — H (x) definida positiva.
@ Se Vf(x) #0,d =—H(x)Vf(x) é uma diregdo de descida.
@ Algoritmo.

Dado: x¥ € R”
k=0
REPITA enquanto Vf(xX) # 0
d* = —H(xX*)V ()
Escolha 7 > 0 tal que f(x* 4 1d®) < f(xX)
Faca x*t! = xk +1d¥
k=k+1
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Algoritmo globalmente convergente

Definicao

Um algoritmo é globalmente convergente quando para qualquer
sequéncia (x") gerada pelo algoritmo e qualquer ponto de
acumulagao ¥ de (x*), temos que ¥ é estacionario.
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Algoritmo globalmente convergente

Definicao

Um algoritmo é globalmente convergente quando para qualquer
sequéncia (x") gerada pelo algoritmo e qualquer ponto de
acumulagao ¥ de (x*), temos que ¥ é estacionario.

Suponha f : R" — R de classe C'.

Teorema

O algoritmo anterior com o tamanho do passo calculado pela
busca exata é globalmente convergente.
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Algoritmo globalmente convergente

Definicao

Um algoritmo é globalmente convergente quando para qualquer
sequéncia (x") gerada pelo algoritmo e qualquer ponto de
acumulagao ¥ de (x*), temos que ¥ é estacionario.

Suponha f : R" — R de classe C'.

Teorema

O algoritmo anterior com o tamanho do passo calculado pela
busca de Armijo é globalmente convergente.
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