Otimizacao Continua: Aspectos tedricos e computacionais

Ademir Alves Ribeiro
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Capitulo 5 - Otimizacao irrestrita
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ﬂ O problema

@ Método do gradiente

e Método de Newton

6 Método de gradientes conjugados
@ Métodos Quase-Newton

@ Método de Regiao de confianga
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O problema geral de otimizacao irrestrito

O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa x€R”

e f:R" — R uma fungéo de classe C?
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O problema geral de otimizacao irrestrito
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Busca linear
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O método do gradiente

Dado: 1% € R”
k=0
REPITA enquanto V f(x*) # 0
Defina d* = —V f(x})
Obtenha #; > 0 tal que f(x* +1d*) < f(x*)
Faca x*! = xk 4 1d¥
k=k+1
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O método do gradiente

A4
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O método do gradiente

A4
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O método do gradiente

A4

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizagao irrestrita 9/98



O método do gradiente

A4
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O método do gradiente

A4
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O método do gradiente

A4
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O método do gradiente

A4
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O método do gradiente

A4
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O método do gradiente

A4

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizag&o irrestrita 15/98



O método do gradiente

A4
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Propriedade do método do gradiente

Se no método do gradiente o passo #; € obtido por busca exata entao

(dk+1)Tdk =0.
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Método do gradiente

Convergéncia global

O algoritmo do gradiente com o tamanho do passo #; calculado pela busca
exata, é globalmente convergente, ou seja, todo ponto de acumulacao da
sequéncia gerada pelo algoritmo é um ponto estacionario.
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Método do gradiente

Convergéncia global

O algoritmo do gradiente com o tamanho do passo #; calculado pela busca
exata, é globalmente convergente, ou seja, todo ponto de acumulacao da
sequéncia gerada pelo algoritmo é um ponto estacionario.

O mesmo resultado vale se utilizarmos a busca de Armijo para calcular #.
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Velocidade de convergéncia

Dados A € R™" uma matriz definida positiva, b € R”, ¢ € R.

Funcao quadratica

1
x) = —xTAx+bTx+¢
2

Como A € R"*" é definida positiva, f é convexa e tem um Unico minimizador
x*, que é global e satisfaz
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Velocidade de convergéncia

Teorema

onde A; é o menor e A,, 0 maior autovalor de A.
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Velocidade de convergéncia

Teorema

. M ;
et = < (1= 31 ) 1=l

n

onde A; é o menor e A,, 0 maior autovalor de A.
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Velocidade de convergéncia

Teorema

A
s

I =22 <

5% — x*||2

Conjectura verdadeira paran = 2

- M ;
et = < (1= 3 ) I =l

n

onde A; é o menor e A,, 0 maior autovalor de A.
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Velocidade de convergéncia

() &=

7\,1:7\,” 7\41<<7\4n

convergéncia em um Unico passo convergéncia mais lenta
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Velocidade de convergéncia

Considere x* € R” um minimizador local de f, com V2 f(x*) definida positiva.
Suponha que a sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo do gradiente, com
busca exata, converge para x*. Entdo a sequéncia ( f (xk)) converge
linearmente para f(x*) com taxa ndo superior a

Ay — A\ 2
7Vn‘|'7\«l 7

onde A; é o menor e A, 0 maior autovalor de V2 f(x*).
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Método de Newton - Motivacao

Considere F : R" — R" de classe C! e o problema de resolver o sistema

F(x)=0.
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Método de Newton - Motivacao

Considere F : R" — R" de classe C! e o problema de resolver o sistema
F(x)=0.

A ideia é aproximar F por seu polindbmio de Taylor de primeira ordem.
Dado ¥, considere o sistema linear

F(%) +Jp(®) (x—5) =0,

onde Jr é a matriz Jacobiana de F'.
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Método de Newton - Motivacao

Considere F : R" — R" de classe C! e o problema de resolver o sistema
F(x)=0.

A ideia é aproximar F por seu polindbmio de Taylor de primeira ordem.
Dado ¥, considere o sistema linear

F(%) +Jp(®) (x—5) =0,

onde Jr é a matriz Jacobiana de F'.
Caso Jr (%) seja inversivel, a solugao do
sistema linear é

Xt =x— (Jp(®) ' F(®).

Rig------------
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas

Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizag&o irrestrita 30/98



O Método de Newton para resolver F(x) =0

v
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

v

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas

Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizag&o irrestrita 32/98



O Método de Newton para resolver F(x) =0
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O Método de Newton para resolver F(x) =0
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O Método de Newton para resolver F(x) =0

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas

Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizag&o irrestrita 35/98



Método de Newton

@ Para sistema de equagdes F(x) = 0:
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Método de Newton

@ Para sistema de equagdes F(x) = 0:

X =x— (Jr (%) F(D).
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Método de Newton

@ Para sistema de equagdes F(x) = 0:

X =x— (Jr (%) F(D).

@ Para minimizarf(x):
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Método de Newton

@ Para sistema de equagdes F(x) = 0:

1

xt=x—(Jp(x)) F(X).

@ Para minimizarf(x):
e Condigéo de otimalidade: Vf(x) =0
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Método de Newton

@ Para sistema de equagdes F(x) = 0:

-1

xt=x—(Jp(x)) F(X).

@ Para minimizarf(x):
e Condigéo de otimalidade: Vf(x) =0 (F =Vf).
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Método de Newton

@ Para sistema de equagdes F(x) = 0:

-1

xt=x—(Jp(x)) F(X).

@ Para minimizarf(x):
e Condigéo de otimalidade: Vf(x) =0 (F =Vf).

X =x— (VA®) VK.
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Algoritmo do método de Newton para minimizacao

Dado: x* € R”

k=0

REPITA enquanto V f(xk) # 0
Defina d* = — (V2 f(x)) 'V £ (k)
Determine o tamanho do passo #;, > 0
Faga x**! = xk 4 1,dk
k=k+1
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Método de Newton

@ O calculo da diregao d* é feito resolvendo-se o sistema de equagdes
lineares
V2 f(d = =V,
que tem um custo computacional menor do que o gasto para inverter uma
matriz.

@ A direcdo de Newton d* nem sempre é uma direcdo de descida.
Se V2 f(x*) é definida positiva, entdo d* é uma direcao de descida.
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

Dado x* € R”, considere a aproximacao de Taylor de segunda ordem de f,
dada por

p(x) = f(x*) +Vf(xk)T(X—xk) + %(X—xk)TVZf(xk)(x—xk).
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

Dado x* € R”, considere a aproximacao de Taylor de segunda ordem de f,
dada por

p(x) = f()+ Vf(xk)T(X—xk) + %(X—xk)TVZf(xk)(x—xk).
Com o objetivo de minimizar p, fazemos
Vi) + V2 () (= 2") = Vp(x) =0,

obtendo exatamente o passo de Newton d*.
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

Dado x* € R”, considere a aproximacao de Taylor de segunda ordem de f,
dada por

P) = )+ VAR () S V) ().
Com o objetivo de minimizar p, fazemos
V() + V2 A (- ) = Vplx) = 0,
obtendo exatamente o passo de Newton d*.

Desta forma, se V2 f(x*) é definida positiva, entao
0 passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de x*.
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

O passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de xk.

4

A

8 ¢
B
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

O passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de xk.

A

S ¢
B
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

O passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de xk.

A

Ra]

S ¢
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

O passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de xk.
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

O passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de xk.
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

O passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de xk.
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Interpretagdo geométrica do passo de Newton

O passo de Newton minimiza o modelo quadratico de f em torno de xk.
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Propriedade do método de Newton

O método de Newton minimiza uma fungao quadratica em um Unico passo. |
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Propriedade do método de Newton

O método de Newton minimiza uma fungao quadratica em um Unico passo. |

Considere

1
flx)= ExTAx +b"x+c,

com A € R™" definida positiva, b € R" e c € R.
Dado x” € R”, 0 passo de Newton é

d° = — (V2 () 'V = A (AL +b) = —x"—A"'D,
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Propriedade do método de Newton

O método de Newton minimiza uma fungao quadratica em um Unico passo. |

Considere

1
flx)= ExTAx +b"x+c,

com A € R™" definida positiva, b € R" e c € R.
Dado x” € R”, 0 passo de Newton é

d° = — (V2 () 'V = A (AL +b) = —x"—A"'D,
Assim,

A =x04+d"=-A"h=x"
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Convergéncia global do método de Newton

Teorema

Suponha que V2 f(x) é definida positiva, para todo x € R". Entao
o Algoritmo de Newton, com o tamanho do passo # calculado
pela busca exata, é globalmente convergente. O mesmo
resultado vale se utilizarmos a busca de Armijo para calcular #.
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Convergéncia local do método de Newton

Teorema

Seja f: R” — R de classe C2. Suponha que x* € R” seja um minimizador
local de f, com V2 f(x*) definida positiva. Entao existe 8 > 0 tal que se

1% € B(x*,8), o Algoritmo de Newton, aplicado com 7, = 1 para todo k € N,
gera uma sequéncia (x*) tal que:
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Convergéncia local do método de Newton

Teorema
Seja f: R” — R de classe C2. Suponha que x* € R” seja um minimizador
local de f, com V2 f(x*) definida positiva. Entao existe 8 > 0 tal que se
1% € B(x*,8), o Algoritmo de Newton, aplicado com 7, = 1 para todo k € N,
gera uma sequéncia (x*) tal que:

(i) V2f(x*) é definida positiva, para todo k € N;
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Convergéncia local do método de Newton

Teorema
Seja f: R” — R de classe C2. Suponha que x* € R” seja um minimizador
local de f, com V2 f(x*) definida positiva. Entao existe 8 > 0 tal que se
1% € B(x*,8), o Algoritmo de Newton, aplicado com 7, = 1 para todo k € N,
gera uma sequéncia (x*) tal que:

(i) V2f(x*) é definida positiva, para todo k € N;

(ii) (x*) converge superlinearmente para x*;
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Convergéncia local do método de Newton

Teorema
Seja f: R” — R de classe C2. Suponha que x* € R” seja um minimizador
local de f, com V2 f(x*) definida positiva. Entao existe 8 > 0 tal que se
1% € B(x*,8), o Algoritmo de Newton, aplicado com 7, = 1 para todo k € N,
gera uma sequéncia (x*) tal que:
(i) V2f(xk) é definida positiva, para todo k € N;
(ii) (x*) converge superlinearmente para x*;
(iii) Se V£ & Lipschitz, entdo a convergéncia é quadratica.
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Comparacao

Teorema

@ Método de Newton
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Comparacao

Teorema

@ Meétodo de Newton
@ convergéncia quadratica
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Teorema

@ Meétodo de Newton
@ convergéncia quadratica
e alto custo computacional, pois faz uso de derivadas de
segunda ordem.
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Teorema

@ Método de Newton

@ convergéncia quadratica
e alto custo computacional, pois faz uso de derivadas de
segunda ordem.

@ Meétodo do gradiente
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Teorema

@ Método de Newton

@ convergéncia quadratica
e alto custo computacional, pois faz uso de derivadas de
segunda ordem.

@ Meétodo do gradiente
e convergéncia linear
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Teorema

@ Meétodo de Newton
@ convergéncia quadratica
e alto custo computacional, pois faz uso de derivadas de
segunda ordem.
@ Meétodo do gradiente

e convergéncia linear
@ menor custo computacional
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Vetores A-conjugados

Considere A € R"*" uma matriz definida positiva.

Definicao

Os vetores d°,d!,...,d* € R"\ {0} sdo A-conjugados se
(d)"Ad’ =0,

paratodosi,j=0,1,...,k, comi# j.
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Vetores A-conjugados

Considere A € R"*" uma matriz definida positiva.

Definicao

Os vetores d°,d!,...,d* € R"\ {0} sdo A-conjugados se
(d)"Ad’ =0,

paratodosi,j=0,1,...,k, comi# j.

Em particular, se A & a matriz identidade, vetores A-conjugados sao
ortogonais no sentido usual.
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Vetores A-conjugados

Considere A € R"*" uma matriz definida positiva.

Definicao

Os vetores d°,d!,...,d* € R"\ {0} sdo A-conjugados se
(d)"Ad’ =0,

paratodosi,j=0,1,...,k, comi# j.

Em particular, se A & a matriz identidade, vetores A-conjugados sao
ortogonais no sentido usual.

Um conjunto qualquer de vetores A-conjugados € linearmente independente.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizag&o irrestrita 51/98



Busca exata para funcdes quadraticas

1
@ Funcao quadratica f(x) = ixTAx +blx+c.

@ Queremos uma expressao para o tamanho do passo da busca exata:

fy = argmin, . {f(xk +tdk)} .
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Busca exata para funcdes quadraticas

1
@ Funcao quadratica f(x) = ixTAx +blx+c.

@ Queremos uma expressao para o tamanho do passo da busca exata:
fy = argmin, . {f(xk +tdk)} .
Defina ¢ : R — R por ¢(t) = f(x* +td¥). Assim,

0=¢ () = V (X +d")Td* = VrthHTat,
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Busca exata para funcdes quadraticas

1
@ Funcao quadratica f(x) = ixTAx +blx+c.

@ Queremos uma expressao para o tamanho do passo da busca exata:
fy = argmin, . {f(xk +tdk)} .
Defina ¢ : R — R por ¢(t) = f(x* +td¥). Assim,
0=¢ (1r) = VI(F +1d5)7d* = VT a

Mas
V) = AGK +4.d%) + b = V() +nAd
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Busca exata para funcdes quadraticas

1
@ Funcao quadratica f(x) = ixTAx +blx+c.

@ Queremos uma expressao para o tamanho do passo da busca exata:
fy = argmin, . {f(xk +tdk)} .
Defina ¢ : R — R por ¢(t) = f(x* +td¥). Assim,

0=¢ () = V (X +d")Td* = VrthHTat,

Mas
V) = AF 4 1d") + b = V(XY +nAdE
Logo,
o V() dk
(dk)TAdk . o EENGAGE
Lhd earning’

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizagao irrestrita 52/98



Obtencao de direcoes conjugadas

Dado x° € R", defina d® = —Vf(x°) e, parak =0, 1,...,n—2,
dk+1 — _Vf(xk+1)+ﬁkdk,

vk ak
onde xX*t! = xkp.d 1 = —m e

Bx calculado de modo que d* e d**! sejam A-conjugadas:
(dk)TA(— Vf(xk+1) + Bkdk) _ (dk)TAdk+1 _ 07
o que fornece

(dk)TAVf(ka)
(dk)TAdk

Br =
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Algoritmo de gradientes conjugados

Dado x” € R”, faga d” = —V f(x?)
k=0

REPITA enquanto V f(xk) # 0

Vi
k=" (d)T Ad*
A =Xk -y d*

B (dk)TAVf(xk+l)
B = (d*)T Ad*k

41 = —Vf(xk'H) +Bkdk
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Método de gradientes conjugados

Propriedades

Se x* e d¥ foram gerados pelo algoritmo de gradientes
conjugadas, entao

VI V) =0 e (d9)TAd =0,

paratodo j=0,1,....,k— 1.
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Convergéncia finita para fungdes quadraticas

Teorema

O método de gradientes conjugados quando aplicado para
minimizar uma fungéo quadratica estritamente convexa
encontra o minimizador em no maximo n iteracoes.
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Método de gradientes conjugados

Vh

Vio

Note:
@ ortogonalidade dos gradientes nos iterandos.
@ solucio obtida em 2 passos de uma fungio definida em R2.
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Outras formas de calcular o coeficiente B

@ Expressao que obtivemos:

(d9)TAV ()
Br =

(dk)TAdk
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Outras formas de calcular o coeficiente B

@ Expressao que obtivemos:

(d9)TAV ()
Br =

(dk)TAdk

@ Devida a Polak e Ribiére:
b _ VI (VA V)
‘ V() V()
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Outras formas de calcular o coeficiente B

@ Expressao que obtivemos:

(d9)TAV ()
Br =

(dk)TAdk

@ Devida a Polak e Ribiére:
b _ VI (VA V)
‘ V() V()

@ Devida a Fletcher e Reeves:
. T ,
FR _ Vf (ka) Vf (ka)
kK T .
Vf(xk)" Vf(x)
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Outras formas de calcular o coeficiente B

@ Expressao que obtivemos:

(d9)TAV ()
Br =

(dk)TAdk

@ Devida a Polak e Ribiére:
b _ VI (VA V)
‘ V() V()

@ Devida a Fletcher e Reeves:
. T ,
FR _ Vf (ka) Vf (XkH)
kK T .
Vf(xk)" Vf(x)

Tais expressdes coincidem no caso quadratico.
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Outras formas de calcular o coeficiente B

@ Expressao que obtivemos:

(d9)TAV ()
Br =

(dk)TAdk

@ Devida a Polak e Ribiére:
b _ VI (VA V)
‘ V() V()

@ Devida a Fletcher e Reeves:
. T ,
FR _ Vf (ka) Vf (XkH)
kK T .
Vf(xk)" Vf(x)

Tais expressoes coincidem no caso quadratico.

Para fungdes nao quadraticas tais expressoes podem nao ser iguais, CENGAGE
. L, . . = Learning

0 que fornece variantes do método de gradientes conjugados.
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Algoritmo de gradientes conjugados para nao quadraticas

Dado x° € R", faga d® = —V f(x?)
k=0
REPITA enquanto V f(xk) # 0
Calcule o comprimento do passo #;
Faga x**! = xk 4 1,dk

SE (k+1)modn #0 Reinicializagdo a cada n iteragdes
Calcule By por BER ou PR
SENAO
=0
Defina d**! = —V f(x**1) + Byad*
k=k+1
2, CENGAGE
= Learning
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Complexidade algoritmica

Resultado
O método de gradientes conjugados para minimizagao de
fungbes quadraticas tem complexidade algoritmica da

1
ordem O (ﬁ)

Considere a fungao quadratica f : R" — R dada por

1
flx) = ixTAx +b'x+c,

com A € R"™" definida positiva, b € R" e c € R.
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Espacos de Krylov

Definicao

Dados x” € R” e k € N, o0 k-ésimo espaco de Krylov é dado por

K = A —x*),A%(x" —x), ..., AR (X0 —x)].

Como Ax* +b =V f(x*) =0, tem-se que A(x —x*) = Ax" + b = Vf(x"),e0
espacgo de Krylov se escreve como

K = [V (), AVF(x),..., ATV F(O)].
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Espacos de Krylov

Teorema

Considere as sequéncias (x*) e (d¥), geradas pelo Algoritmo de
Gradientes Conjugados. Se o método ndo termina em x*~!, entdo
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Espacos de Krylov

Teorema

Considere as sequéncias (x*) e (d¥), geradas pelo Algoritmo de
Gradientes Conjugados. Se o método ndo termina em x*~!, entdo

(i) K = [Vf(0),VFQE),...,VFED)];
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Espacos de Krylov

Teorema

Considere as sequéncias (x*) e (d¥), geradas pelo Algoritmo de
Gradientes Conjugados. Se o método ndo termina em x*~!, entdo

(i) K = [Vf(0),VFQE),...,VFED)];
(ii) % =[dd",...,d*1].
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Espacos de Krylov

Po={1+ait+ar+ - +ai* |a;eRi=1,... k}.
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Espacos de Krylov

’Pk:{1+a1t+a2t2+-~-+aktk\ajeR,i: 1,...,/(}.

Considere V;, = x° + K. Temos x € V; se, e somente se,

x—x* = p(A)(x° —x"),

para algum polinébmio p € P.
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Espacos de Krylov

‘Pk:{1+a1t+a2t2+---+aktk\ajeR,i: 1,...,](}.

Considere V;, = x° + K. Temos x € V; se, e somente se,

x—x* = p(A)(x° —x"),

para algum polinébmio p € P.

k

Considere x* = argmin, .y, {f(x)}. Entdo, para todo polinémio p € %,

—_

(xo —x*)TA (p(A))z(xo —x").
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Polindmios de Chebyshev

O polinémio de Chebyshev de grau k, T; : [—1,1] — R, é definido por

Ti (1) = cos (karccos(t)).
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Polindmios de Chebyshev

O polinémio de Chebyshev de grau k, T; : [—1,1] — R, é definido por

Ti (1) = cos (karccos(t)).

Paratodor € [—1,1],
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Polindmios de Chebyshev

O polinémio de Chebyshev de grau k, T; : [—1,1] — R, é definido por

Ti (1) = cos (karccos(t)).

Paratodor € [—1,1],
o T()(l‘) =1
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Polindmios de Chebyshev

O polinémio de Chebyshev de grau k, T; : [—1,1] — R, é definido por

Ti (1) = cos (karccos(t)).

Paratodor € [—1,1],
o T()(l‘) =1
o Ti(t)=t
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Polindmios de Chebyshev

O polinémio de Chebyshev de grau k, T; : [—1,1] — R, é definido por

Ti (1) = cos (karccos(t)).

Para todo 7 € [—1, 1],
e Th(r)=1
o Ti(t)=t
® Ty (1) =2tTi(t) — Ti—1 (1), para todo k > 1.
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1],
(4] T()([) =1
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1],
(4] T()([) =1
() T]([) =t
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1],
e Ty(r)=1
o Ti(t)=t
o I(t)=2>—1
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1],

e Ty(r)=1
o Ti(t)=t
o I(t)=2>—1
o Tx(t) =43 — 3t
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1],
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1],
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polindmios de Chebyshev T, comk=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1],

e Ty(r)=1
o Ti(t)=t
o I(t)=2>—1
o Tx(t) =43 — 3t
o Tu(t) =8t —8> +1
o Ts(t) = 16t> — 2013 + 5¢
o Ty(t) =321 —48* + 181> — 1
pEgriitiesy
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Polindmios de Chebyshev

Determine os polinbmios de Chebyshev T;, com k=0,1,...,6 e
faga o grafico parak=1,...,4.

Paratodor € [—1,1], il |
o To(r)=1
o Ti(1) =t 0.5/
o I(t)=2t>—1
o Tx(t) =43 — 3t 0 R
o Ty(t) =8t*—82+1 //
o Ts(t) = 166> —20¢> + 5¢ 05!
o Ty(t) =3215— 484 418> — 1. — I

\ ! i ——
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Polindmios de Chebyshev
Propriedades

Propriedades
® ||Till = sup{|Ta(e)| | € [-1,1]}
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Polindmios de Chebyshev

Propriedades

o || Tkl = sup{|Tx(®)| |t € [-1,1]}
@ T; € uma funcao par (impar) quando k é par (impar).
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Polindmios de Chebyshev

Propriedades

o || Tkl = sup{|Tx(®)| |t € [-1,1]}
@ T; € uma funcao par (impar) quando k é par (impar).

Sejam L > 0 e k € N. Entéo existe p € % tal que, para todo 7 € [0,L],

sz(”) — 1k 1) Y p().

VL VL
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Complexidade algoritmica

Considere a sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo de gradientes conjugados
para minimizar uma quadratica com Hessiana A. Entao,
L|lx® —x*?
ky S gl L |
)= 16) < Sy

onde x* é o minimizador de f e L o maior autovalor de A.
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Complexidade algoritmica

Considere a sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo de gradientes conjugados
para minimizar uma quadratica com Hessiana A. Entao,
L|lx® —x*?
ky S gl L |
)= 16) < Sy

onde x* é o minimizador de f e L o maior autovalor de A.

@ Considere d°,d',...,d*"! as direcbes geradas pelo algoritmo.
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Complexidade algoritmica

Considere a sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo de gradientes conjugados
para minimizar uma quadratica com Hessiana A. Entao,

k Al
fx )*f(x)fma

onde x* é o minimizador de f e L o maior autovalor de A.

@ Considere d°,d',...,d*"! as direcbes geradas pelo algoritmo.

@ xk & o minimizador de f na variedade afim x° + [d°,d',...,d*" '] = V.
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Complexidade algoritmica

Considere a sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo de gradientes conjugados
para minimizar uma quadratica com Hessiana A. Entao,

k Al
fx )*f(x)fma

onde x* é o minimizador de f e L o maior autovalor de A.

@ Considere d°,d',...,d*"! as direcbes geradas pelo algoritmo.

@ xk & o minimizador de f na variedade afim x° + [d°,d',...,d*" '] = V.

o 1)~ f(r) < 51— || A(p(a))?]| paratodo p < .
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Complexidade algoritmica

Considere a sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo de gradientes conjugados
para minimizar uma quadratica com Hessiana A. Entao,

k Al
fx )*f(x)fma

onde x* é o minimizador de f e L o maior autovalor de A.

@ Considere d°,d',...,d*"! as direcbes geradas pelo algoritmo.

@ xk & o minimizador de f na variedade afim x° + [d°,d',...,d*" '] = V.
1

0 f() = f(x*) < 5[0 —x|? HA(p(A))ZH, para todo p € %.

° HA(P(A))ZH < maxefo,.] {t(P(t))z} = ﬁmaxle[oﬂ {Tzzkﬂ<£> }
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Complexidade algoritmica

Considere a sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo de gradientes conjugados
para minimizar uma quadratica com Hessiana A. Entao,

k Al
fx )*f(x)fma

onde x* é o minimizador de f e L o maior autovalor de A.

@ Considere d°,d',...,d*"! as direcbes geradas pelo algoritmo.

@ xk & o minimizador de f na variedade afim x° + [d°,d',...,d*" '] = V.

o 1)~ f(r) < 51— || A(p(a))?]| paratodo p < .

L Vi
g HA(P(A))ZH < maXe[o g {f(P([))2} = anaxze[o,q {T22]{+1<\/Z> }
® maxcjo {T22k+1 (\\/[2)} =1 A2 e
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Algoritmo Quase-Newton

Dados x¥ € R”, Hy € R"™" definida positiva
k=0
REPITA enquanto V f(x*) # 0
Defina d* = —H,V f(x")
Obtenha ;, > 0 que minimiza f(x* +td*) em [0, )
Faga x**! = xk 4 1,dk
Determine Hj1 definida positiva
k=k+1
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Algoritmo Quase-Newton

Dados x¥ € R”, Hy € R"™" definida positiva
k=0
REPITA enquanto V f(x*) # 0
Defina d* = —H,V f(x")
Obtenha ;, > 0 que minimiza f(x* +td*) em [0, )
Faga x**! = xk 4 1,dk
Determine Hj1 definida positiva
k=k+1

Observagoes:

@ Se H; =1, a direcdo de busca é a do método do gradiente.
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Algoritmo Quase-Newton

Dados x¥ € R”, Hy € R"™" definida positiva
k=0
REPITA enquanto V f(x*) # 0
Defina d* = —H,V f(x")
Obtenha ;, > 0 que minimiza f(x* +td*) em [0, )
Faga x**! = xk 4 1,dk
Determine Hj1 definida positiva
k=k+1

Observagoes:
@ Se H; =1, a direcdo de busca é a do método do gradiente.
® Se H, = (sz(xk))_l, a diregdo é a do método de Newton.
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AtualizagOes da matriz Hy, |

@ Método DFP - Davidon, Fletcher e Powell.

pk(pk T Hqu(qk)THk
k

(P)Tq*  (¢")THig*

Hyy = Hi+
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AtualizagOes da matriz Hy, |

@ Método DFP - Davidon, Fletcher e Powell.

pk(pk)T B Hqu(qk)THk
(pk)qu (qk)THqu

Hyy = Hi+

@ Método BFGS - Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno

HPFOS _ b 4 (1 L ()'H ) PP e Hi+ Hig ()T
! (P)7q" ) (P)g* (P)7q*
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Convergéncia finita para fungdes quadraticas

Teorema

O métodos DFP e BFGS quando aplicados para minimizar
uma fungao quadratica estritamente convexa encontram o
minimizador em no méaximo » iteragoes.
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O método de regiao de confianga

O subproblema quadratico

1
minimizar my(d) = f(x*) + Vf(xk)Td-i- EdTBkd
sujeitoa  ||d|| < Ax

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizagao irrestrita 72/98



O método de regiao de confianga

Dados: x” € R", Ag >0emn € [0, )
k=0
REPITA enquanto V£ (x*) # 0
Obtenha d¥, solugdo “aproximada” do subproblema

SO0 — f*+dY)

Calcul =
alcule pg e (0) — mg(d®)
SEpPr>M
karl :Xk+dk, Ak+1 :2Ak
SENAO
A
T =5k Ay —7](
k=k+1
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Funcao objetivo e seu minimizador

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizag&o irrestrita 74 /98



Ponto corrente

Ead
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Modelo quadratico

Ead

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 5 - Otimizag&o irrestrita 76 /98



Regiao de confianca
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Minimizador do modelo na regiao de confianca
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Reducao insuficiente na fungao objetivo
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Digamos, f caiu de 10 para 6 e my, caiu de 25 para 5
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Reducao do raio da regiao de confianca
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Minimizador do modelo
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Reducao suficiente
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Digamos, f caiu de 10 para 7 e my, caiu de 25 para 15
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Solucao aproximada do subproblema

Ponto de Cauchy
k

k| gk
X, =x +d

onde df, = —1rgx com t; > 0 solugdo do problema

o 1
minimizar - my(—tge) = f(&) —t]lgll* + 51°2x" Brg

sujeitoa  ||rgkl| < Ax.
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Solucao aproximada do subproblema

Ponto de Cauchy
k

k| gk
X, =x +d

onde df, = —1rgx com t; > 0 solugdo do problema

o 1
minimizar - my(—tge) = f(&) —t]lgll* + 51°2x" Brg

sujeitoa  ||rgkl| < Ax.
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Solucao aproximada do subproblema

Ponto de Cauchy
k

k| gk
X, =x +d

onde df, = —1rgx com t; > 0 solugdo do problema

S 1
minimizar - my(—tge) = f(&) —t]lgll* + 51°2x" Brg
sujeitoa  ||rgk|| < Ax.
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Solucao aproximada do subproblema

Ponto de Cauchy
k

k| gk
X, =x +d

onde df, = —1rgx com t; > 0 solugdo do problema

S 1
minimizar - my(—tge) = f(&) —t]lgll* + 51°2x" Brg
sujeitoa  ||rgk|| < Ax.
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Solucao aproximada do subproblema

Solucao aproximada do subproblema: qualquer solugao que fornegca uma

reducdo de pelo menos uma fragdo da reducao obtida pelo passo d*. de
Cauchy.

Ponto de Cauchy

=,
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Convergéncia global

e fédeclasse C!, com Vf Lipschitz.
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Convergéncia global

e fédeclasse C!, com Vf Lipschitz.
@ A solucdo d* do subproblema satisfaz
o pred = mi(0) —my(d*) > ¢ (mp(0) — my(d*.)), com ¢; € (0,1).
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Convergéncia global

e fédeclasse C!, com Vf Lipschitz.

@ A solucdo d* do subproblema satisfaz
o pred = mi(0) —my(d*) > ¢ (mp(0) — my(d*.)), com c; € (0,1).
o ||d¥|| < yAr,comy> 1.
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Convergéncia global

e fédeclasse C!, com Vf Lipschitz.

@ A solucdo d* do subproblema satisfaz
o pred = mi(0) —my(d*) > ¢ (mp(0) — my(d*.)), com c; € (0,1).
o ||d¥|| < yAr,comy> 1.

@ As Hessianas B sdo uniformemente limitadas.
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Convergéncia global

e fédeclasse C!, com Vf Lipschitz.

@ A solucdo d* do subproblema satisfaz
o pred = mi(0) —my(d*) > ¢ (mp(0) — my(d*.)), com c; € (0,1).
o ||d¥|| < yAr,comy> 1.

@ As Hessianas B sdo uniformemente limitadas.

e f élimitada inferiormente no conjunto de nivel N = {x | f(x) < f(x%)}.
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Convergéncia global

Teoremas

e liminfy_.. |Vf(x})| = 0.
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Convergéncia global

Teoremas

e liminfy_.. |Vf(x})| = 0.
@ Suponha que n > 0. Entdo V£ (x*) — 0.
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Método dogleg

Método dogleg consiste em minimizar o modelo, sujeito a regiao de confianca,
na poligonal que liga os pontos x*, x*, e xy, onde

k

@ x*,: minimizador do modelo na direcao oposta ao gradiente.

k

@ x*: minimizador irrestrito do modelo, isto é, o ponto de Newton.

S

L, . . , .. ..o ¢+ CENGAGE
Este método se aplica quando a Hessiana do modelo é definida positivaleaming
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Método dogleg

Método dogleg consiste em minimizar o modelo, sujeito a regiao de confiancga,
na poligonal que liga os pontos x*, x*, e xy, onde

k

@ x*,: minimizador do modelo na direcao oposta ao gradiente.

k

@ x*: minimizador irrestrito do modelo, isto é, o ponto de Newton.

L, . . , .. .o ¢+ CENGAGE
Este método se aplica quando a Hessiana do modelo é definida positivaleaming
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Método dogleg

Trajetoria em fungao do raio da regido de confianga, do ponto dogleg, x*;, bem
como dos pontos x*, = xK 4 d*, onde d* é a solugdo exata do subproblema.
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Algoritmo dogleg

Dados: x* € R, Ay > 0

T
Calcule d*, = —% k
8k Brgrk
SE ||d*,|| > Ax L
Ay xT
k_

Tl ™ § > "

SENAO

Determine d"N tal que Bkde = —&k
SE [|d* ]| < A

d* =dy
SENAO
Determine oy € [0, 1] tal que **, =2 +dk,
ld*, + oy (d*y —d*) || = Ax Py =+ dhy

dk = dku + (Xk(de — dku)
k k k &, CENGAGE
Xg—=—2X +d '~ Learning'
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Algoritmo dogleg

Dados: x* € R”, A, >0

T
Calcule d¥, = —Mgk

8k Bigk
SE ||d%, || > Ax 3
- A

= =58k
g
SENAO

Determine d¥y tal que Bid*y = —gi
SE [|d*n| < Ak

d* =dky
SENAO
k _ k k
Determine oy € [0, 1] tal que Xy=x+d,
k _ gk k k
d —d u"‘ak(d N_d u) xkd :Xk+dk % CENGAGE
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Método GC-Steihaug

Dados: d? =0, " =g, p* = —1°. Faca j =0
REPITA enquanto o passo d* nio for obtido
SE (p/)"Bp/ <0
Calcule 7 € R tal que d = d{ +tp/ minimiza m e ||d| = A. Faga d* = d.
SENAO
NT 1J . .
(]()j))Tgﬂ e defina di ™' = al +1;p/
se /|| > A
Calcule 7 € R tal que d = di +1p/ satisfaz ||d|| = A. Faga d* = d.
SENAO
ritl =i +t;Bp’
SE /1 =0, faga df = d! "
SENAO

Calcule t; =

(rj+l)Trj+1 141 41 ;
bj = (ri)T'ri e plt=—r""+Bip 2", CENGAGE
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