Otimizacao Continua: Aspectos tedricos e computacionais

Ademir Alves Ribeiro
Elizabeth Wegner Karas

Capitulo 7 - Otimizacao com restricoes
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ﬁ O problema geral de otimizagao
9 Um estudo basico de cones

@ Condigbes de Karush-Kuhn-Tucker
e Condicdes de Qualificagao

e Condigdes de otimalidade de segunda ordem
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O problema geral de otimizacao com restricoes

O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa cz(x) =0
cr(x) <0

o f:R'"—=R,¢:R" =R, ic EUI: fungdes C>
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O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa cz(x) =0
cr(x) <0

o f:R'"—=R,¢:R" =R, ic EUI: fungdes C>

Conjunto viavel
Q={xeR"|cg(x)=0,cs(x) <0}
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minimizar  f(x) = (x; —2)%> + (xo — 1)? .y !
sujeitoa ¢ (x) =x;1+x—2<0 Solugao: x* = |
c2(x) = x7 —x2 < 0.
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Condicoes de otimalidade

Teorema (Condigcdes de Karush-Kuhn-Tucker)

Se x* € Q é um minimizador local para o problema e satisfaz uma
condigéo de qualificagéo, entéao existem vetores A* e u* tais que

—Vix) =Y MV + Y i Vei(x')

(102 iel
p; =0, i€l
Wei(x*)=0, iel
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Cones: definicao e primeiras propriedades

Definicdo de cone
Um subconjunto C C R" é um cone quando td € C paratodot >0ed € C.
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O cone polar

Polar de um conjunto S C R”
P(S)={peR"|p'x<0, Vxe S}
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O cone polar

Polar de um conjunto S C R”
P(S)={peR"|p'x<0, Vxe S}
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Outros exemplos de polar
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Exercicio

Represente geometricamente o polar dos seguintes conjuntos:
@ Semireta na origem
@ Reta pela origem
@ Semiplanox >0
@ Regido com angulo de 240 graus
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Exercicio

1 -3
-2 1
@ Mostre que C é cone.

Considere A = ( ) e C={d € R? | Ad < 0}. Pede-se:

@ Represente C geometricamente.
@ Diga se C pode ser obtido como o polar de algum conjunto.
@ Determine P(C).
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Propriedades do cone polar

Dado S C R”, P(S) é cone, convexo e fechado.
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Propriedades do cone polar

Dado S C R", P(S) é cone, convexo e fechado.

X
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Propriedades do cone polar

Dado S C R”, temos S C P(P(S)).
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Propriedades do cone polar

Dado S C R”, temos S C P(P(S)).
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Propriedades do cone polar

Nem sempre vale a igualdade P(P(S)) = S.
@ Por ndo ser cone

@ Por nao ser convexo

@ Por nao ser fechado

s
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Lema de Farkas

Seja C C R" um cone convexo fechado ndo vazio. Entao
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Lema de Farkas
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Lema de Farkas

Seja C C R" um cone convexo fechado ndo vazio. Entao

P(P(C)) =C.

e z€ P(P(C)), 7= projc(z)
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Lema de Farkas

Seja C C R" um cone convexo fechado ndo vazio. Entao

P(P(C)) =C.

@ z€ P(P(C)), z=projc(z)
@ (z-2)T(x—2)<0,x=0ex=27
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Lema de Farkas

Seja C C R" um cone convexo fechado ndo vazio. Entao

P(P(C)) =C.

® z€ P(P(C)), z=projc(z)
@ (z—2)T(x—2)<0,x=0ex=2z
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Lema de Farkas

Seja C C R" um cone convexo fechado ndo vazio. Entao

P(P(C)) =C.

€ P(P(C)), Z = projc(z)
( )T (x— )<0x-0ex-2z
( 9)'72=0= (z—2)"x<0
eP(C)
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Lema de Farkas

Seja C C R" um cone convexo fechado ndo vazio. Entao
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Lema de Farkas

Seja C C R" um cone convexo fechado ndo vazio. Entao

P(P(C)) =C.

z€ P(P(C)), Z = projc(z)
)

°
@ (z—2)T(x—2)<0,x=0ex=2z
@ (z-2)Tz=0=(z—-2)Tx<0

@ z—z€P(C)

o (z—2)Tz<0

o .
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Lema

Dados os vetores v!,v2,...,v" € R"\ {0}, o conjunto

m
C= Zy,-v’ |yi>0,i=1,...m
i=1

€ um cone convexo e fechado.
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Versao algébrica do Lema de Farkas

Lema

Dados A € R"n e c € R",
exatamente um dos dois
sistemas abaixo tem solugao.

Ax<0 e x>0 (1)

Aly=c e y>20 (2)
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Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa cz(x) =0
cr(x) <0

o f:R'"—=R,¢:R" =R, ic EUI: fungdes C>

Conjunto viavel
Q={xeR"|cg(x)=0,cs(x) <0}
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O conjunto ativo

I(x)={i€ I|ci(x)=0} J
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O conjunto ativo
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O conjunto ativo

1(x)={3} |
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O conjunto ativo

I(x) ={2,3} |
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O cone viavel linearizado

Definicao

D(x)={deR"|Vci(¥)Td =0, se icE e Vc;(¥)Td <0, seicl(x)}
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Conjunto viavel para a aproximagao linear das restricdes

Definicao
D(x)={deR"|Vci(¥)Td =0, se icE e Vc;(¥)Td <0, seicl(x)}
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Pode ou nao aproximar “bem” o conjunto viavel
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Propriedade

O conjunto D(X) é um cone convexo fechado néo vazio
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Exercicio

Determine o cone viavel linearizado em torno de ¥ = 0 € R? e represente
geometricamente o conjunto viavel e sua linearizagao.

a) cl(x):x%folfngo
x%—le +x <0

b) c1(x) = —x%—l—xz <0
—x% —x <0

%)
')
—~
=
~
|
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a) c1(x) = % 2x1 —x <0
% 2x1+x <0

° Ve, (%) = ( j ) e Ve () = < _% >

@ Ve (£)Td<0e Ve (x)Td <0
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a) c1(x) = % 2x1 —x <0
% 2x1+x <0

° Ve, (%) = ( j > e Ve () = < _% >

° Vcl(x)Td<Ochz( 0)7d<0
OD {dER2|—2d1<d2<2d1}
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=22 —xp <
a){cl(x) X —2x1—x <0

) D()?): {dERz | —2d,; §d2§2d1}
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Resolucao

b) c1(x)=—x}+x <0
ca(x) = —x% —x <0
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Resolucao

b) { c1(x)=—x}+x <0

ca(x) = —x% —x <0

° Ve (%) = ( (1) ) e Vey(x) = < _(1) )
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Resolucao

b) c1(x)=—x}+x <0
2(x) = —x{ —x2 <0

° Ve (%) = ( (1) ) e Vey(x) = < _(1) )

@ Vo (9)Td<0e Ve (x)Td <0
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Resolucao

b) c1(x)=—x}+x <0
2(x) = —x{ —x2 <0

° Ve (%) = ( (1) ) e Vey(x) = < _(1) )

@ Vo (9)Td<0e Ve (x)Td <0
o D(¥) = {d € R? |dy = 0}
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Resolucao

b) c1(x) —x%—i—xz <0
c(x)=—x}—x <0

o D(¥)={deR?|d, =0}
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O cone gerado pelos gradientes das restricoes

Definicao

G(x)= { Z AiVei(X) + Z(’),uchi(X) | >0,Vie I()f)}
i€eE icl(x
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Propriedades

e D(x) =P(G(x))
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Propriedades

e D(x) =P(G(x))
@ G(X) é um cone convexo fechado
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Propriedades

D(%) = P(G(¥))
G(x) é um cone convexo fechado
P(D(x)) = G(%) (Chave da prova de KKT)
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DirecOes tangentes

d € R" é tangente a Q em X quando existe (x*) C Q tal que

P xk—x d

xr-x 4
I =l ]
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Direcoes tangentes

81
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O cone tangente

Definicao

k -
N n k D u_)i
T(x)_{O}U{dGR |E|(x)CQ’xk * ||xk—)?H ||d||}
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Propriedades

e T(X) C D(x)
@ T(X) é um cone fechado (ndo necessariamente convexo)
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Ideia para provar que T (¥) C D(x)
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Ideia para provar que T (¥) C D(x)

o c/(x*) = (%) + Ve ()T (6F — %) +o(||xF —x||), ¢€ EUIX)
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Ideia para provar que T (¥) C D(x)

o c/(x*) = (%) + Ve ()T (6F — %) +o(||xF —x||), ¢€ EUIX)
(*—%) o+ )

I =]l —x]

@ Vei(x)T =0, i€E
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Ideia para provar que T (¥) C D(x)

@ co(d) = cp(%) + Ve (8)T (5 — %) +o(||x* —x||), £€ EUIF)
(*—x) | o(|lx* =)
ok =3 [l =]
(" =% +0(Hx"*XII)

e =l — x|

@ Vei(x)T =0, i€E

"] VC]'()Z)T

<0, jel(x)
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Ideia para provar que T (¥) C D(x)

@ c/(¥) = co(®) + Ve (®) (¢ =) +o(|lx - %), L€ EUIF)
(*—5) | ol —|)

o Ve;(®)T - —~ =0, i€E
R
o (K %) ol —#) o
o Ve,;(x)T AN —= <0, jel®)
S e |
- d d
@ Passando o limite, Vc;(x)T Tl =0e Vc;(x)" e <0
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Exemplo onde T'(X) # D(x) e T(X) nao é convexo

c1(x) =xx2=0
Q:¢ cx)=—x<0
c3(x)=—x <0
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Exemplo onde T'(X) # D(x) e T(X) nao é convexo

c1(x) =xx2=0
Q:¢ cx)=—x<0
c3(x)=—x <0

o Vey (i) = ( g >,V62()Z):< _(1) ),chg(x)z ( 7(1) >
)

o D(x)={deR?|d; >0, d, >0}
o G(x)={deR?|d; <0, d, <0}
° T(i):{d€R2|d120, dy >0, d1d2:0}
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Exemplo onde T'(X) # D(x) e T(X) nao é convexo

c1(x) =xx2=0
Q:¢ x)=—x<0
c3(x) =—x <0
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Uma condicao necessaria de otimalidade

Se x* € Q é uma solucao local do problema de otimizagao,
entdo Vf(x*)Td > 0, para todo d € T (x*).
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Uma condicao necessaria de otimalidade

Se x* € Q é uma solugao local do problema de otimizagao,
entdo Vf(x*)Td > 0, para todo d € T (x*).

SR >
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O teorema de KKT

Teorema

Se x* € Q é solugao local do problema e P(T (x*)) = P(D(x")),
entdo existem vetores A* e u* tais que

V) = Y M Ve) + Y g Veix),

i€E iel

pi >0, icl,
Wci(x*)=0, iel.
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O teorema de KKT

Teorema

Se x* € Q é solugao local do problema e P(T (x*)) = P(D(x")),
entdo existem vetores A* e u* tais que

V) = Y M Ve) + Y g Veix),

i€E iel

pi >0, icl,
Wci(x*)=0, iel.

o —Vf(x*)Td<0,vd € T(x*)
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O teorema de KKT

Teorema

Se x* € Q é solugao local do problema e P(T (x*)) = P(D(x")),
entdo existem vetores A* e u* tais que

V) = Y M Ve) + Y g Veix),

i€E iel

pi >0, icl,
Wci(x*)=0, iel.

o —Vf(x*)Td <0,Vd € T (x*)
o —Vf(x*) e P(T(x"))
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O teorema de KKT

Teorema

Se x* € Q é solugao local do problema e P(T (x*)) = P(D(x")),
entdo existem vetores A* e u* tais que

V) = Y M Ve) + Y g Veix),

i€E iel

pi >0, i€l
Wci(x*)=0, iel.

o —VI()Td<OVdET(") o —Vf(x')eP(D(")
o —Vf(x*)eP(T(x"))
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O teorema de KKT

Teorema

Se x* € Q é solugao local do problema e P(T (x*)) = P(D(x")),
entdo existem vetores A* e u* tais que

V) = Y M Ve) + Y g Veix),

i€E iel

pi >0, i€l
Wci(x*)=0, iel.

o —VI()Td<OVdET(") o —Vf(x')eP(D(")
o —Vf(x") € P(T(x") o~V €G)
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O teorema de KKT

Teorema

Se x* € Q é solugao local do problema e P(T (x*)) = P(D(x")),
entdo existem vetores A* e u* tais que

V) = Y M Vee) + Y g Veix),

i€E iel

pi >0, icl,
Wci(x*)=0, iel.

—Vf Z A VC, ) + Z /J,'VCI'(X*)

icE iel(x*)
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O teorema de KKT

Teorema

Se x* € Q é solugao local do problema e P(T (x*)) = P(D(x*)),
entdo existem vetores A* e u* tais que

Vi)=Y M Ve + Y uiVeix"),

i€E il

g >0, i€l
Wici(x*)=0, iel.

x* é dito ponto estacionario.
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Voltando ao exemplo

minimizar  f(x) = (x; —2)% + (xp — 1)?
sujeitoa ¢j(x) = x1 +x—-2<0
ca(x) =23 —x, <0.
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Voltando ao exemplo

0l <x<2-x=>-2<x<le0<x<4
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Voltando ao exemplo
0 xi<<2—x=-2<x;<1e0<x <4

° T(@:D(x):»—z( N ) :‘“< i )“’2< a )
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Voltando ao exemplo
0 xi<<2—x=-2<x;<1e0<x <4

° T(@:D(x):»—z( N ) :’“< i )“’2< a )

° 1; >0epci(x)=0,i=1,2
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Voltando ao exemplo
0 xi<<2—x=-2<x;<1e0<x <4

° T(@:D(x):»—z( N ) :’“< i )“’2< a )

° 1; >0epci(x)=0,i=1,2
o =0em=0=x =2
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Voltando ao exemplo
0 xi<<2—x=-2<x;<1e0<x <4

° T(@:D(x):»—z( N ) :’“< i )“’2< a )

° 1; >0epci(x)=0,i=1,2
o u=0ew=0=x =2
0,u1:Oe,uz>O:>x2>lex2:x%:>x1g—l
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Voltando ao exemplo
0 xi<<2—x=-2<x;<1e0<x <4

° T(@:D(x):»—z( N ) :’“< i )“’2< a )

° 1; >0epci(x)=0,i=1,2
o u=0ew=0=x =2
0,u1:Oe,uz>O:>x2>lex2:x%:>x1g—l

O,ul>Oe,uz:O:>x1+x2:2ex1—2:x2—1:>x1:%
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Voltando ao exemplo
0 xi<<2—x=-2<x;<1e0<x <4

° T(@:D(x):»—z( N ) :’“< i )“’2< a )

° 1; >0epci(x)=0,i=1,2
o u=0ew=0=x =2
0,u1:Oe,uz>O:>x2>lex2:x%:>x1g—l

O,ul>Oe,uz:O:>x1+x2:2ex1—2:x2—1:>x1:%

¢x1+x2:2ex%:x2: x*:< 1 ),iz(i)
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Voltando ao exemplo
° x1<x2<2 x1=>-2<x<1e0<xn<4

° T(@:D(x):»—z( N ) :’“< i )“’2< a )

° 1; >0epci(x)=0,i=1,2
o u=0ew=0=x =2
o u = Oe,uz>O:>x2>lex2—x1:>x1 —1

Oyl>Oe,uz:0:>x1+x2:2ex1—2:x2—1:>x1:%

@ x+ 2 (! T
X1 TX2 = exl—xz X = 1 , X = 4

Solucéo:

aOrac
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CaracterizacOes alternativas de estacionariedade

Considere x € R" e a aproximacao linear do conjunto viavel
L(x)={x+deR"|cg(X)+Az(X)d =0, c;(X)+A;(x)d <0},

onde A« e A; denotam as Jacobianas de c« e ¢y, respectivamente.
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CaracterizacOes alternativas de estacionariedade

Considere x € R" e a aproximacao linear do conjunto viavel
L(x)={x+deR"|cg(X)+Az(X)d =0, c;(X)+A;(x)d <0},

onde A« e A; denotam as Jacobianas de c« e ¢y, respectivamente.
Note que L(X) é um conjunto convexo e fechado.
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CaracterizacOes alternativas de estacionariedade

Considere x € R" e a aproximacao linear do conjunto viavel

L(x)={x+d eR"|cg(X)+A£(¥)d =0, c;(X) +A;(X)d <0},

onde A« e A; denotam as Jacobianas de c« e ¢y, respectivamente.
Note que L(X) é um conjunto convexo e fechado.

Direcao do gradiente projetado

d°(%) = proj .z (= V(X)) — %
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Teorema

Considere um ponto viavel X € Q e a diregao do gradiente projetado
d° (%) = proj . (z) (T = V(%)) — .

Teorema

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 7 - Com Restrigoes 55/71



Teorema

Considere um ponto viavel X € Q e a diregao do gradiente projetado
d° (%) = proj . (z) (T = V(%)) — .

Teorema

@ X cumpre as condi¢des de KKT se, e somente se, d°(x) = 0.
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Teorema

Considere um ponto viavel X € Q e a diregao do gradiente projetado
d° (%) = proj . (z) (T = V(%)) — .

Teorema

@ X cumpre as condigdes de KKT se, e somente se, d°(x) = 0.
@ Se ¥ nio é estacionario, entdo V£ ()7 d(x) < 0.
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d“(x) = 0 ndo é uma condigdo necessaria de otimalidade

Exemplo em R?
Minimizar f(x) = x; + 2x2 no conjunto

Q={xeR*|c(x) =0, c2(x) <0},

onde ¢ (x) = x1x2, c2(x) = —x1 —x2.
Verifique que o ponto ¥ = 0 é uma solugéo global, mas d¢(x) # 0.
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d“(x) = 0 ndo é uma condigdo necessaria de otimalidade

Exemplo em R?
Minimizar f(x) = x; + 2x2 no conjunto

Q={xeR*|c(x) =0, c2(x) <0},
onde ¢ (x) = x1x2, c2(x) = —x1 —x2.

Verifique que o ponto ¥ = 0 é uma solugéo global, mas d¢(x) # 0.
Solucao

@ Qualquer ponto viavel, que nao seja x, tem uma componente nula e a
outra positiva. Portanto, ¥ = 0 € o minimizador global de f em Q.
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d“(x) = 0 ndo é uma condigdo necessaria de otimalidade

Exemplo em R?
Minimizar f(x) = x; + 2x2 no conjunto

Q={xeR*|c(x) =0, c2(x) <0},
onde ¢ (x) = x1x2, c2(x) = —x1 —x2.

Verifique que o ponto ¥ = 0 é uma solugéo global, mas d¢(x) # 0.
Solucao

@ Qualquer ponto viavel, que nao seja x, tem uma componente nula e a
outra positiva. Portanto, ¥ = 0 € o minimizador global de f em Q.
@ Além disso, temos

vcl(x):<8>,vcz(x):<j ) e Vf(x)=<;>.
Assim, L(X) ={d €R? |di+d, >0} e

Z:projL ( Vf( )) | ( _i )75)? 2, CENGAGE
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d“(x) = 0 ndo é uma condigdo necessaria de otimalidade

Exemplo em R?
Minimizar f(x) = x; + 2x2 no conjunto
Q:{xGRzlcl(x):m c2(x) SO},
onde ¢ (x) = x1x2, c2(x) = —x1 — x2.
Verifique que o ponto X = 0 é uma solugéo global, mas d¢(x) # 0.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas

Otimizagao Continua

Capitulo 7 - Com Restricdes 57/71



Outra medida de estacionariedade

Medida de estacionariedade de um ponto viavel:

min Vix)d

X(X) B x+deL(x),|d|<1

Teorema

Dado ¥ € Q, temos ¥ (%) < HprojD(f) (- Vf(®) ‘

Em particular, se x satisfaz KKT, entdo y(x) = 0.
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Importancia de uma condicao de qualificacao

minimizar  f(x) = x; Ve
sujeitoa  ¢j(x) = —x% +x, <0
ca(x) = —x <0. —V/ z*

va

VCQ
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Importancia de uma condicao de qualificacao

minimizar  f(x) = x; Ve
sujeitoa  ¢j(x) = —x% +x, <0
ca(x) = —x <0. —V/ z*

VCQ

@ x* =0 é o minimizador deste problema

de 0 < x» < x3, segue que f(x) =x; > 0= f(x*), para todo x viavel.
1
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Importancia de uma condicao de qualificacao

minimizar  f(x) = x; Ve
sujeitoa  ¢j(x) = —x% +x, <0
ca(x) = —x <0. —V/ z*

VCQ
@ x* =0 é o minimizador deste problema

de 0 <x, < x3, segue que f(x) =x; > 0= f(x*), para todo x viavel.
@ x* = 0 nao satisfaz as condicdoes de KKT

Vi) = < . ) Ve (') = < ) ) e Ver(x')= ( ) )
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Importancia de uma condicao de qualificacao

minimizar  f(x) = x; Ve
sujeitoa  ¢j(x) = —x% +x, <0
ca(x) = —x <0. —V/ z*

VCQ
@ x* =0 é o minimizador deste problema

de 0 <x, < x3, segue que f(x) =x; > 0= f(x*), para todo x viavel.
@ x* = 0 nao satisfaz as condicdoes de KKT

Vi) = < . ) Ve (') = < ) ) e Ver(x')= ( ) )

. CENGAGE
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Condigoes de Qualificagao

Definicéo

As restrigdes cz(x) = 0 e c¢;(x) < 0 cumprem uma condi¢ao de qualificagdo
em x* € Q quando, dada qualquer fungao diferenciavel f, que tenha minimo
em x*, relativamente a Q, sejam satisfeitas as condigdes de otimalidade de
KKT.
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Condigoes de Qualificagao

Definicéo

As restrigdes cz(x) = 0 e c¢;(x) < 0 cumprem uma condi¢ao de qualificagdo
em x* € Q quando, dada qualquer fungao diferenciavel f, que tenha minimo
em x*, relativamente a Q, sejam satisfeitas as condigdes de otimalidade de
KKT.

minimizador local + condi¢cao de qualificagdo = KKT. )
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Condicao de Qualificagao de Indepenéncia Linear

LICQ

A condicao de qualificagao de independéncia linear (LICQ) é
satisfeita em x quando o conjunto formado pelos gradientes das
restricdes de igualdade e das restricdes de desigualdade ativas
¢ linearmente independente, isto €,

{Vei(®) | i € EUIR)} 6 LI
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Condicao de Qualificagao de Indepenéncia Linear

Considere duas restrigdes de desigualdades definidas por c1,c; : R? — R,
onde ¢ (x) = x% —2x1 —xyecax) = x% —2x1 +x.
Verifigue que o ponto X = 0 cumpre LICQ.
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Condicao de Qualificagao de Indepenéncia Linear

Considere duas restrigdes de desigualdades definidas por c1,c; : R? — R,
onde ¢ (x) = x% —2x1 —xyecax) = x% —2x1 +x.
Verifigue que o ponto X = 0 cumpre LICQ.

Solugao:

o _ _ —2
As duas restrigdes sdo ativas em X e os vetores Ve (X) = < 1 ) e

Ver (%) = ( _? ) séo linearmente independentes.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 7 - Com Restrigoes 62/71



Exemplo em que vale KKT sem que LICQ seja satisfeita

minimizar  f(x) = x

sujeitoa ¢y (x) x% —2x1—x <0
c2(x) =27 —2x1 +x, <0
c3(x) = —x; <0.

O ponto x* = 0 é o minimizador deste problema, cumpre as condi¢des de KKT
mas nao satisfaz LICQ.
Solugao:
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Exemplo em que vale KKT sem que LICQ seja satisfeita

minimizar  f(x) = x

sujeitoa ¢y (x) x% —2x1—x <0
c2(x) :x% —2x14+x <0
c3(x) = —x; <0.

O ponto x* = 0 é o minimizador deste problema, cumpre as condi¢des de KKT
mas nao satisfaz LICQ.
Solugao:

@ As trés restricoes sao ativas em x* e os vetores

vaw)=( 21 ) Vet =( ) e vawi=( )

sdo linearmente dependentes.
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Exemplo em que vale KKT sem que LICQ seja satisfeita

minimizar  f(x) = x

sujeitoa ¢y (x) x% —2x1—x <0
c2(x) :x% —2x14+x <0
c3(x) = —x; <0.

O ponto x* = 0 é o minimizador deste problema, cumpre as condi¢des de KKT
mas nao satisfaz LICQ.
Solugao:

@ As trés restricoes sao ativas em x* e os vetores

vaw)=( 21 ) Vet =( ) e vawi=( )

sdo linearmente dependentes.

—1
° Além dISSOl _Vf('x*) = < > - VC?,(X*), ou Seja, vale KKT: CENGAGE
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Condicao de Qualificacao de Mangasarian-Fromovitz

MFCQ

A condicao de qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) é
satisfeita em x quando os gradientes das restricoes de igualdade
sao linearmente independentes e existir um vetor d € R" tal que

Vei(®Td=0 e Vc;(x)'d <0,

paratodosi€ E e j € I(%).
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Exemplo em que nao vale LICQ mas vale MFCQ

minimizar  f(x) = x;

sujeitoa  ¢j(x) = x% —2x1—x <0
c2(x) :x% —2x14+x <0
c3(x) = —x; <0.

Solugao:

1
As restricoes cumprem MFCQ no ponto X = 0, pois o vetor d = ( 0 ) satisfaz

Vei(%)Td <0,i=1,2,3.
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Exemplo em que vale KKT mas MFCQ né&o ¢ satisfeita

minimizar  f(x) = x
sujeitoa ¢

x* =0 é o minimizador, satisfaz KKT, mas ndao cumpre MFCQ. De fato:
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Exemplo em que vale KKT mas MFCQ né&o ¢ satisfeita

minimizar  f(x) = x
sujeitoa ¢

x* =0 é o minimizador, satisfaz KKT, mas ndao cumpre MFCQ. De fato:
@ As trés restricdes sao ativas em x* e

Ve () = ( ; ) Ve (x) = ( E ) e Ves(x) = ( " )
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Exemplo em que vale KKT mas MFCQ né&o ¢ satisfeita

minimizar  f(x) = x
sujeitoa ¢

x* =0 é o minimizador, satisfaz KKT, mas ndao cumpre MFCQ. De fato:
@ As trés restricdes sao ativas em x* e

Ve () = ( ; > Ve (x) = ( E ) e Ves(x) = ( " )

@ Néo existe um vetor d € R? tal que Vc¢;(X)7d < Oparai=1,2,3.
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Exemplo em que vale KKT mas MFCQ né&o ¢ satisfeita

minimizar  f(x) = x
sujeitoa ¢

x* =0 é o minimizador, satisfaz KKT, mas ndao cumpre MFCQ. De fato:
@ As trés restricdes sao ativas em x* e

Ve () = ( ; > Ve (x) = ( E ) e Ves(x) = ( " )

@ Néo existe um vetor d € R? tal que Vc¢;(X)7d < Oparai=1,2,3.

—1 ~'. CENGAGE
@ Vale KKT, pois —Vf(_x*) = = VC‘3(_X*). v~ Learning'
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Implicacdes

Considere X um ponto viavel. Entao:

LiCQ = MFCQ = T(x)=D(X)
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Condicoes de otimalidade de segunda ordem

O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa cz(x) =0
cr(x) <0

Lagrangiano
E(X, 7"7:“) = f(X) + XTC'E (X) +,UTC1(X)

Indicando as Jacobianas de ¢z e c; por Ax e A, respectivamente, temos

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 7 - Com Restrigdes 68/71



Condicoes de otimalidade de segunda ordem

O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa  cz(x)

Lagrangiano
E(X, 7"7:“) = f(X) + XTC'E (X) +,UTC1(X)

Indicando as Jacobianas de ¢z e c; por Ax e A, respectivamente, temos

Vil o) = V() + Ap(0) A+ AL (1)
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Condicoes de otimalidade de segunda ordem

O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa  cz(x)

Lagrangiano
E(X, 7"7:“) = f(X) + XTC'E (X) +,UTC1(X)

Indicando as Jacobianas de ¢z e c; por Ax e A, respectivamente, temos

Vil o) = V() + Ap(0) A+ AL (1)

Vil(x A p) = V2 F(x) + ) MV2ei(x) + ) puiV2ei(x).

i€E i€l ', CENGAGE
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Condicoes de otimalidade de segunda ordem

Seja x* € Q satisfazendo a condi¢édo de qualificagao de independéncia linear.

Condigoes necessarias de 22 ordem

Suponha que x* € um minimizador local do problema. Considere
os multiplicadores A* e u*, que satisfazem as condigdes de KKT.
Entao,

dTV2 0(x* ,\Fut)d > 0,

para todo d € A[(Az(x*)) NAL(Af(e) (x7)).
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Condicoes suficientes de segunda ordem

Suponha que existem A* € R™ e u* € RY tais que (u*)Tc;(x*)=0e
V) + Az ()N + A () w* =0.
Considere IT = {i € I(x*) | uf > 0}. Se
dTV2 0(x* N ut)d > 0,

para todo d € A[(Az(x*)) NAL(As+ (x*)), entdo existem & > 0 e uma
vizinhanga V de x* tal que

Fx) = f(x7) 2 8llx— |2,

para todo ponto viavel x € V. Em particular, segue que x* é um minimizador
local estrito do problema.
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