
Otimização Contı́nua: Aspectos teóricos e computacionais
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O problema geral de otimização com restrições

O problema

minimizar f (x)
sujeito a cE (x) = 0

cI (x)≤ 0

f : Rn→ R, ci : Rn→ R, i ∈ E ∪ I : funções C 2

Conjunto viável

Ω = {x ∈ Rn | cE (x) = 0, cI (x)≤ 0}
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Exemplo

minimizar f (x) = (x1−2)2 +(x2−1)2

sujeito a c1(x) = x1 + x2−2≤ 0
c2(x) = x2

1− x2 ≤ 0.

Solução: x∗ =
(

1
1

)

−2 −1 0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

Ω

x∗

∇c1

∇c2

−∇f

Note que −∇ f (x∗) é uma combinação positiva de ∇c1(x∗) e ∇c2(x∗)
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Condições de otimalidade

Teorema (Condições de Karush-Kuhn-Tucker)
Se x∗ ∈Ω é um minimizador local para o problema e satisfaz uma
condição de qualificação, então existem vetores λ∗ e µ∗ tais que

−∇ f (x∗) = ∑
i∈E

λ
∗
i ∇ci(x∗)+ ∑

i∈I
µ∗i ∇ci(x∗)

µ∗i ≥ 0, i ∈ I

µ∗i ci(x∗) = 0, i ∈ I

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas () Otimização Contı́nua Capı́tulo 7 - Com Restrições 5 / 71



Cones: definição e primeiras propriedades

Definição de cone
Um subconjunto C ⊂ Rn é um cone quando td ∈C para todo t ≥ 0 e d ∈C.

0

d

td
C

0

d

td
C
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O cone polar

Polar de um conjunto S⊂ Rn

P(S) =
{

p ∈ Rn | pT x≤ 0, ∀x ∈ S
}
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Outros exemplos de polar

0

S

P(S)
0

S

P(S)
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Exercı́cio

Represente geometricamente o polar dos seguintes conjuntos:

Semireta na origem

Reta pela origem

Semiplano x≥ 0

Região com ângulo de 240 graus
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Exercı́cio

Considere A =
(

1 −3
−2 1

)
e C =

{
d ∈ R2 | Ad ≤ 0

}
. Pede-se:

Mostre que C é cone.

Represente C geometricamente.

Diga se C pode ser obtido como o polar de algum conjunto.

Determine P(C).
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Propriedades do cone polar

Lema
Dado S⊂ Rn, P(S) é cone, convexo e fechado.
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Propriedades do cone polar

Lema

Dado S⊂ Rn, temos S⊂ P
(
P(S)

)
.
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Propriedades do cone polar

Lema

Dado S⊂ Rn, temos S⊂ P
(
P(S)

)
.

0

S

P(S)

P
(
P (S)
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Propriedades do cone polar

Nem sempre vale a igualdade P
(
P(S)

)
= S.

Por não ser cone

Por não ser convexo

Por não ser fechado

0

S

P(S)
0

S

P(S)

0

S

P(S)
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Lema de Farkas

Lema
Seja C ⊂ Rn um cone convexo fechado não vazio. Então

P
(
P(C)

)
= C.
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Lema de Farkas

Lema
Seja C ⊂ Rn um cone convexo fechado não vazio. Então

P
(
P(C)

)
= C.

0
P(C)

C=P
(
P (C)

)
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Lema de Farkas

Lema
Seja C ⊂ Rn um cone convexo fechado não vazio. Então

P
(
P(C)

)
= C.

z ∈ P(P(C)), z̄ = projC(z)
(z− z̄)T (x− z̄)≤ 0, x = 0 e x = 2z̄

(z− z̄)T z̄ = 0⇒ (z− z̄)T x≤ 0

z− z̄ ∈ P(C)
(z− z̄)T z≤ 0

‖z− z̄‖2 = (z− z̄)T z≤ 0
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Lema

Dados os vetores v1,v2, . . . ,vm ∈ Rn \{0}, o conjunto

C =

{
m

∑
i=1

yivi | yi ≥ 0, i = 1, ...,m

}

é um cone convexo e fechado.

0
v1

v2vm

C
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Versão algébrica do Lema de Farkas

Lema
Dados A ∈ Rmn e c ∈ Rn,
exatamente um dos dois
sistemas abaixo tem solução.

Ax≤ 0 e cT x > 0 (1)

AT y = c e y≥ 0 (2)
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C

P (C)

c

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas () Otimização Contı́nua Capı́tulo 7 - Com Restrições 23 / 71



Condições de Karush-Kuhn-Tucker

O problema

minimizar f (x)
sujeito a cE (x) = 0

cI (x)≤ 0

f : Rn→ R, ci : Rn→ R, i ∈ E ∪ I : funções C 2

Conjunto viável

Ω = {x ∈ Rn | cE (x) = 0, cI (x)≤ 0}
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O conjunto ativo

I(x) = {i ∈ I | ci(x) = 0}

Ω

c1

c2

c3
x̄x̃

x̂
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O conjunto ativo

I(x̂) = /0

Ω

c1

c2

c3
x̄x̃

x̂
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O conjunto ativo

I(x̃) = {3}

Ω

c1

c2

c3
x̄x̃

x̂
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O conjunto ativo

I(x̄) = {2,3}

Ω

c1

c2

c3
x̄x̃

x̂
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O cone viável linearizado

Definição

D(x̄) =
{

d ∈ Rn | ∇ci(x̄)T d = 0, se i ∈ E e ∇ci(x̄)T d ≤ 0, se i ∈ I(x̄)
}

∇c1

∇c2

D(x̄)

Ω
x̄
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Conjunto viável para a aproximação linear das restrições

Definição

D(x̄) =
{

d ∈ Rn | ∇ci(x̄)T d = 0, se i ∈ E e ∇ci(x̄)T d ≤ 0, se i ∈ I(x̄)
}

∇c1

∇c2

D(x̄)

Ω
x̄
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Pode ou não aproximar “bem” o conjunto viável

∇c1

∇c2

D(x̄)

Ω
x̄

∇c D(x̄)

Ωx̄

∇c1

∇c2 Ω
D(x̄)x̄
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Propriedade

Lema
O conjunto D(x̄) é um cone convexo fechado não vazio

∇c1

∇c2

D(x̄)

Ω
x̄
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Exercı́cio

Determine o cone viável linearizado em torno de x̄ = 0 ∈ R2 e represente
geometricamente o conjunto viável e sua linearização.

a)

{
c1(x) = x2

1−2x1− x2 ≤ 0
c2(x) = x2

1−2x1 + x2 ≤ 0

b)

{
c1(x) =−x2

1 + x2 ≤ 0
c2(x) =−x2

1− x2 ≤ 0
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Resolução

a)

{
c1(x) = x2

1−2x1− x2 ≤ 0
c2(x) = x2

1−2x1 + x2 ≤ 0

∇c1(x̄) =
( −2
−1

)
e ∇c2(x̄) =

( −2
1

)
∇c1(x̄)T d ≤ 0 e ∇c2(x̄)T d ≤ 0

D(x̄) =
{

d ∈ R2 | −2d1 ≤ d2 ≤ 2d1
}
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Resolução

a)

{
c1(x) = x2
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1−2x1 + x2 ≤ 0

D(x̄) =
{

d ∈ R2 | −2d1 ≤ d2 ≤ 2d1
}

∇c1

∇c2
D(x̄)

Ωx̄
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Resolução

b)

{
c1(x) =−x2

1 + x2 ≤ 0
c2(x) =−x2

1− x2 ≤ 0

∇c1(x̄) =
(

0
1

)
e ∇c2(x̄) =

(
0
−1

)
∇c1(x̄)T d ≤ 0 e ∇c2(x̄)T d ≤ 0

D(x̄) =
{

d ∈ R2 | d2 = 0
}
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O cone gerado pelos gradientes das restrições

Definição

G(x̄) =

{
∑
i∈E

λi∇ci(x̄)+ ∑
i∈I(x̄)

µi∇ci(x̄) | µi ≥ 0, ∀i ∈ I(x̄)

}

∇c1

∇c2

D(x̄)

Ω
x̄G(x̄)
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Propriedades

D(x̄) = P
(
G(x̄)

)
G(x̄) é um cone convexo fechado

P
(
D(x̄)

)
= G(x̄) (Chave da prova de KKT)

∇c1

∇c2

D(x̄)

Ω
x̄G(x̄)
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Direções tangentes

d ∈ Rn é tangente a Ω em x̄ quando existe (xk)⊂Ω tal que

xk→ x̄ e
xk− x̄
‖xk− x̄‖ →

d
‖d‖

Ω

x̄
d
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Ω
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Direções tangentes
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Direções tangentes

d ∈ Rn é tangente a Ω em x̄ quando existe (xk)⊂Ω tal que

xk→ x̄ e
xk− x̄
‖xk− x̄‖ →

d
‖d‖

Ω

x̄
d

x1

x2

x3

x4
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Direções tangentes

Ω

x̄
d

Ω
x̄
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O cone tangente

Definição

T (x̄) = {0}∪
{

d ∈ Rn | ∃(xk)⊂Ω ; xk→ x̄ ,
xk− x̄
‖xk− x̄‖ →

d
‖d‖

}

T(x̄)

Ω
x̄

T (x̄)

Ωx̄
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Propriedades

T (x̄)⊂ D(x̄)
T (x̄) é um cone fechado (não necessariamente convexo)

T(x̄)

Ω
x̄

T (x̄)

Ωx̄
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Ideia para provar que T (x̄)⊂ D(x̄)

c`(xk) = c`(x̄)+∇c`(x̄)T (xk− x̄)+o(‖xk− x̄‖), ` ∈ E ∪ I(x̄)

∇ci(x̄)T (xk− x̄)
‖xk− x̄‖ +

o(‖xk− x̄‖)
‖xk− x̄‖ = 0, i ∈ E

∇c j(x̄)T (xk− x̄)
‖xk− x̄‖ +

o(‖xk− x̄‖)
‖xk− x̄‖ ≤ 0, j ∈ I(x̄)

Passando o limite, ∇ci(x̄)T d
‖d‖ = 0 e ∇c j(x̄)T d

‖d‖ ≤ 0
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Exemplo onde T (x̄) 6= D(x̄) e T (x̄) não é convexo

Ω :


c1(x) = x1x2 = 0
c2(x) =−x1 ≤ 0
c3(x) =−x2 ≤ 0

∇c1(x̄) =
(

0
0

)
, ∇c2(x̄) =

( −1
0

)
, e ∇c3(x̄) =

(
0
−1

)
,

D(x̄) =
{

d ∈ R2 | d1 ≥ 0, d2 ≥ 0
}

G(x̄) =
{

d ∈ R2 | d1 ≤ 0, d2 ≤ 0
}

T (x̄) =
{

d ∈ R2 | d1 ≥ 0, d2 ≥ 0, d1d2 = 0
}
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Exemplo onde T (x̄) 6= D(x̄) e T (x̄) não é convexo

Ω :


c1(x) = x1x2 = 0
c2(x) =−x1 ≤ 0
c3(x) =−x2 ≤ 0 ∇c2

∇c3

D(x̄)

Ω=T(x̄)
x̄

G(x̄)
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Uma condição necessária de otimalidade

Lema
Se x∗ ∈Ω é uma solução local do problema de otimização,
então ∇ f (x∗)T d ≥ 0, para todo d ∈ T (x∗).
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Uma condição necessária de otimalidade

Lema
Se x∗ ∈Ω é uma solução local do problema de otimização,
então ∇ f (x∗)T d ≥ 0, para todo d ∈ T (x∗).

Ω
x∗ ∇f

Ω

x̄

∇f
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O teorema de KKT

Teorema

Se x∗ ∈Ω é solução local do problema e P
(
T (x∗)

)
= P

(
D(x∗)

)
,

então existem vetores λ∗ e µ∗ tais que

−∇ f (x∗) = ∑
i∈E

λ
∗
i ∇ci(x∗)+ ∑

i∈I
µ∗i ∇ci(x∗),

µ∗i ≥ 0, i ∈ I ,

µ∗i ci(x∗) = 0, i ∈ I .

−∇ f (x∗)T d ≤ 0, ∀d ∈ T (x∗)
−∇ f (x∗) ∈ P

(
T (x∗)

) −∇ f (x∗) ∈ P
(
D(x∗)

)
−∇ f (x∗) ∈ G(x∗)
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O teorema de KKT

Teorema

Se x∗ ∈Ω é solução local do problema e P
(
T (x∗)

)
= P

(
D(x∗)

)
,

então existem vetores λ∗ e µ∗ tais que

−∇ f (x∗) = ∑
i∈E

λ
∗
i ∇ci(x∗)+ ∑

i∈I
µ∗i ∇ci(x∗),

µ∗i ≥ 0, i ∈ I ,

µ∗i ci(x∗) = 0, i ∈ I .

−∇ f (x∗) = ∑
i∈E

λi∇ci(x∗)+ ∑
i∈I(x∗)

µi∇ci(x∗)
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O teorema de KKT

Teorema

Se x∗ ∈Ω é solução local do problema e P
(
T (x∗)

)
= P

(
D(x∗)

)
,

então existem vetores λ∗ e µ∗ tais que

−∇ f (x∗) = ∑
i∈E

λ
∗
i ∇ci(x∗)+ ∑

i∈I
µ∗i ∇ci(x∗),

µ∗i ≥ 0, i ∈ I ,

µ∗i ci(x∗) = 0, i ∈ I .

x∗ é dito ponto estacionário.
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Voltando ao exemplo

minimizar f (x) = (x1−2)2 +(x2−1)2

sujeito a c1(x) = x1 + x2−2≤ 0
c2(x) = x2

1− x2 ≤ 0.

−2 −1 0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

Ω

x∗

∇c1

∇c2

−∇f
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Voltando ao exemplo

x2
1 ≤ x2 ≤ 2− x1⇒−2≤ x1 ≤ 1 e 0≤ x2 ≤ 4

T (x) = D(x)⇒−2
(

x1−2
x2−1

)
= µ1

(
1
1

)
+µ2

(
2x1
−1

)
µi ≥ 0 e µici(x) = 0, i = 1,2

µ1 = 0 e µ2 = 0⇒ x1 = 2

µ1 = 0 e µ2 > 0⇒ x2 > 1 e x2 = x2
1⇒ x1 ≤−1

µ1 > 0 e µ2 = 0⇒ x1 + x2 = 2 e x1−2 = x2−1⇒ x1 = 3
2

x1 + x2 = 2 e x2
1 = x2 : x∗ =

(
1
1

)
, x̃ =

( −2
4

)
Solução:

x∗ =
(

1
1

)
, µ∗ =

(
2/3
2/3

)
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µ1 = 0 e µ2 > 0⇒ x2 > 1 e x2 = x2
1⇒ x1 ≤−1

µ1 > 0 e µ2 = 0⇒ x1 + x2 = 2 e x1−2 = x2−1⇒ x1 = 3
2

x1 + x2 = 2 e x2
1 = x2 : x∗ =

(
1
1

)
, x̃ =

( −2
4

)
Solução:

x∗ =
(

1
1

)
, µ∗ =

(
2/3
2/3

)
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Caracterizações alternativas de estacionariedade

Considere x̄ ∈ Rn e a aproximação linear do conjunto viável

L(x̄) = {x̄+d ∈ Rn | cE (x̄)+AE (x̄)d = 0 , cI (x̄)+AI (x̄)d ≤ 0} ,

onde AE e AI denotam as Jacobianas de cE e cI , respectivamente.
Note que L(x̄) é um conjunto convexo e fechado.

Direção do gradiente projetado

dc(x̄) = projL(x̄)
(
x̄−∇ f (x̄)

)− x̄.
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Teorema

Considere um ponto viável x̄ ∈Ω e a direção do gradiente projetado
dc(x̄) = projL(x̄)

(
x̄−∇ f (x̄)

)− x̄.

Teorema
x̄ cumpre as condições de KKT se, e somente se, dc(x̄) = 0.

Se x̄ não é estacionário, então ∇ f (x̄)T dc(x̄) < 0.
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dc(x̄) = 0 não é uma condição necessária de otimalidade

Exemplo em R2

Minimizar f (x) = x1 +2x2 no conjunto

Ω =
{

x ∈ R2 | c1(x) = 0 , c2(x)≤ 0
}

,

onde c1(x) = x1x2, c2(x) =−x1− x2.
Verifique que o ponto x̄ = 0 é uma solução global, mas dc(x̄) 6= 0.
Solução

Qualquer ponto viável, que não seja x̄, tem uma componente nula e a
outra positiva. Portanto, x̄ = 0 é o minimizador global de f em Ω.
Além disso, temos

∇c1(x̄) =
(

0
0

)
, ∇c2(x̄) =

( −1
−1

)
e ∇ f (x̄) =

(
1
2

)
.

Assim, L(x̄) =
{

d ∈ R2 | d1 +d2 ≥ 0
}

e

z̄ = projL(x̄)
(
x̄−∇ f (x̄)

)
=

1
2

(
1
−1

)
6= x̄.
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∇c2

−∇f

L(x̄)

Ω
z̄

x̄
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Outra medida de estacionariedade

Medida de estacionariedade de um ponto viável:

χ(x) =
∣∣∣∣ min
x+d∈L(x),‖d‖≤1

∇ f (x)T d
∣∣∣∣ .

Teorema

Dado x̄ ∈Ω, temos χ(x̄)≤
∥∥∥projD(x̄)

(−∇ f (x̄)
)∥∥∥.

Em particular, se x̄ satisfaz KKT, então χ(x̄) = 0.
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Importância de uma condição de qualificação

minimizar f (x) = x1
sujeito a c1(x) =−x3

1 + x2 ≤ 0
c2(x) =−x2 ≤ 0.

∇c1

∇c2

−∇f x∗

x∗ = 0 é o minimizador deste problema
de 0≤ x2 ≤ x3

1, segue que f (x) = x1 ≥ 0 = f (x∗), para todo x viável.
x∗ = 0 não satisfaz as condições de KKT

∇ f (x∗) =
(

1
0

)
, ∇c1(x∗) =

(
0
1

)
e ∇c2(x∗) =

(
0
−1

)
.

P
(
T (x∗)

) 6= P
(
D(x∗)

)
.
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Importância de uma condição de qualificação

minimizar f (x) = x1
sujeito a c1(x) =−x3

1 + x2 ≤ 0
c2(x) =−x2 ≤ 0.

∇c1

∇c2

−∇f x∗
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x∗ = 0 é o minimizador deste problema
de 0≤ x2 ≤ x3

1, segue que f (x) = x1 ≥ 0 = f (x∗), para todo x viável.
x∗ = 0 não satisfaz as condições de KKT

∇ f (x∗) =
(

1
0

)
, ∇c1(x∗) =

(
0
1

)
e ∇c2(x∗) =

(
0
−1

)
.

P
(
T (x∗)

) 6= P
(
D(x∗)

)
.

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas () Otimização Contı́nua Capı́tulo 7 - Com Restrições 59 / 71



Condições de Qualificação

Definição

As restrições cE (x) = 0 e cI (x)≤ 0 cumprem uma condição de qualificação
em x∗ ∈Ω quando, dada qualquer função diferenciável f , que tenha mı́nimo
em x∗, relativamente a Ω, sejam satisfeitas as condições de otimalidade de
KKT.

minimizador local + condição de qualificação =⇒ KKT.
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Condição de Qualificação de Indepenência Linear

LICQ
A condição de qualificação de independência linear (LICQ) é
satisfeita em x̄ quando o conjunto formado pelos gradientes das
restrições de igualdade e das restrições de desigualdade ativas
é linearmente independente, isto é,

{∇ci(x̄) | i ∈ E ∪ I(x̄)} é LI.
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Condição de Qualificação de Indepenência Linear

Considere duas restrições de desigualdades definidas por c1,c2 : R2→ R,
onde c1(x) = x2

1−2x1− x2 e c2(x) = x2
1−2x1 + x2.

Verifique que o ponto x̄ = 0 cumpre LICQ.

Solução:

As duas restrições são ativas em x̄ e os vetores ∇c1(x̄) =
( −2
−1

)
e

∇c2(x̄) =
( −2

1

)
são linearmente independentes.
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Exemplo em que vale KKT sem que LICQ seja satisfeita

minimizar f (x) = x1
sujeito a c1(x) = x2

1−2x1− x2 ≤ 0
c2(x) = x2

1−2x1 + x2 ≤ 0
c3(x) =−x1 ≤ 0.

O ponto x∗ = 0 é o minimizador deste problema, cumpre as condições de KKT
mas não satisfaz LICQ.
Solução:

As três restrições são ativas em x∗ e os vetores

∇c1(x∗) =
( −2
−1

)
, ∇c2(x∗) =

( −2
1

)
e ∇c3(x∗) =

( −1
0

)
são linearmente dependentes.

Além disso, −∇ f (x∗) =
( −1

0

)
= ∇c3(x∗), ou seja, vale KKT.
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Condição de Qualificação de Mangasarian-Fromovitz

MFCQ
A condição de qualificação de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) é
satisfeita em x̄ quando os gradientes das restrições de igualdade
são linearmente independentes e existir um vetor d ∈ Rn tal que

∇ci(x̄)T d = 0 e ∇c j(x̄)T d < 0,

para todos i ∈ E e j ∈ I(x̄).
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Exemplo em que não vale LICQ mas vale MFCQ

minimizar f (x) = x1
sujeito a c1(x) = x2

1−2x1− x2 ≤ 0
c2(x) = x2

1−2x1 + x2 ≤ 0
c3(x) =−x1 ≤ 0.

Solução:

As restrições cumprem MFCQ no ponto x̄ = 0, pois o vetor d =
(

1
0

)
satisfaz

∇ci(x̄)T d < 0, i = 1,2,3.
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Exemplo em que vale KKT mas MFCQ não é satisfeita

minimizar f (x) = x1
sujeito a c1(x) =−x3

1 + x2 ≤ 0
c2(x) =−x3

1− x2 ≤ 0
c3(x) =−x1 ≤ 0.

∇c1

∇c2

−∇f=∇c3 x∗

x∗ = 0 é o minimizador, satisfaz KKT, mas não cumpre MFCQ. De fato:
As três restrições são ativas em x∗ e

∇c1(x∗) =
(

0
1

)
, ∇c2(x∗) =

(
0
−1

)
e ∇c3(x∗) =

( −1
0

)
.

Não existe um vetor d ∈ R2 tal que ∇ci(x̄)T d < 0 para i = 1,2,3.

Vale KKT, pois −∇ f (x∗) =
( −1

0

)
= ∇c3(x∗).
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As três restrições são ativas em x∗ e

∇c1(x∗) =
(

0
1

)
, ∇c2(x∗) =

(
0
−1

)
e ∇c3(x∗) =

( −1
0

)
.

Não existe um vetor d ∈ R2 tal que ∇ci(x̄)T d < 0 para i = 1,2,3.

Vale KKT, pois −∇ f (x∗) =
( −1

0

)
= ∇c3(x∗).
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Implicações

Considere x̄ um ponto viável. Então:

LICQ ⇒ MFCQ ⇒ T (x̄) = D(x̄)
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Condições de otimalidade de segunda ordem

O problema

minimizar f (x)
sujeito a cE (x) = 0

cI (x)≤ 0

Lagrangiano

`(x,λ,µ) = f (x)+λT cE (x)+µT cI (x)

Indicando as Jacobianas de cE e cI por AE e AI , respectivamente, temos

∇x`(x,λ,µ) = ∇ f (x)+AE (x)T
λ+AI (x)T µ

e
∇

2
xx`(x,λ,µ) = ∇

2 f (x)+ ∑
i∈E

λi∇
2ci(x)+ ∑

i∈I
µi∇

2ci(x).
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Condições de otimalidade de segunda ordem

Seja x∗ ∈Ω satisfazendo a condição de qualificação de independência linear.

Condições necessárias de 2a ordem
Suponha que x∗ é um minimizador local do problema. Considere
os multiplicadores λ∗ e µ∗, que satisfazem as condições de KKT.
Então,

dT
∇

2
xx`(x

∗,λ∗,µ∗)d ≥ 0,

para todo d ∈N
(
AE (x∗)

)∩N
(
AI(x∗)(x∗)

)
.
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Condições suficientes de segunda ordem

Suponha que existem λ∗ ∈ Rm e µ∗ ∈ Rq
+ tais que (µ∗)T cI (x∗) = 0 e

∇ f (x∗)+AE (x∗)T
λ
∗+AI (x∗)T µ∗ = 0.

Considere I+ = {i ∈ I(x∗) | µ∗i > 0}. Se

dT
∇

2
xx`(x

∗,λ∗,µ∗)d > 0,

para todo d ∈N
(
AE (x∗)

)∩N
(
AI+(x∗)

)
, então existem δ > 0 e uma

vizinhança V de x∗ tal que

f (x)− f (x∗)≥ δ‖x− x∗‖2,

para todo ponto viável x ∈V . Em particular, segue que x∗ é um minimizador
local estrito do problema.
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