Otimizagao Continua: Aspectos tedricos e computacionais
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Capitulo 8 -Métodos para Otimizacao com Restricoes
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0 Programacao Quadratica Sequencial

@ Métodos de filtro
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Método de Programacao Quadratica Sequencial (PQS)

@ Otimizag¢ao nao linear com restri¢des.
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Método de Programacao Quadratica Sequencial (PQS)

@ Otimizag¢ao nao linear com restri¢des.

@ Principio: A solugao de um problema “dificil” & aproximada por uma
sequéncia de pontos obtidos como solugao de um problema “facil”, que
muda a cada itera¢do de acordo com as informagdes disponiveis no
ponto corrente.
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Método de Programacao Quadratica Sequencial (PQS)

@ Otimizag¢ao nao linear com restri¢des.

@ Principio: A solugao de um problema “dificil” & aproximada por uma
sequéncia de pontos obtidos como solugao de um problema “facil”, que
muda a cada itera¢do de acordo com as informagdes disponiveis no
ponto corrente.

@ A cada iteracao, substituir a fungéao objetivo por um modelo quadratico do
Lagrangiano e as restricdes por aproximagdes de Taylor de primeira
ordem em torno do ponto corrente.
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O problema

O problema

minimizar  f(x)
sujeitoa ¢(x) =0

onde f:R" - R e c: R" — R™ sdo funcdes de classe 2.

Lagrangiano associado ao problema

x ER"AER" — L(x,\) = f(x) + A c(x)

onde A é o multiplicador de Lagrange.
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|deia do algoritmo

Dados x* e AX, considere ¢ solugdo do

Subproblema quadratico

1
minimizar £(x*, AF) 4+ V. £(xF, M) T d + EdTB(xk, A)d
sujeitoa  A(xK)d +c(x*) =0,

onde
@ A(x): matriz Jacobiana de ¢ no ponto x;
@ B(x,\): Hessiana parcial do lagrangiano, V2, £(x, ).
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|deia do algoritmo

Dados x* e AX, considere ¢ solugdo do

Subproblema quadratico

1
minimizar £(x*, AF) 4+ V. £(xF, M) T d + EdTB(xk, A)d
sujeitoa  A(xK)d +c(x*) =0,

onde
@ A(x): matriz Jacobiana de ¢ no ponto x;
@ B(x,\): Hessiana parcial do lagrangiano, V2, £(x, ).

Definimos entdo x**! = x* + d*, calculamos o multiplicador de Lagrange A**!
e repetimos o0 processo com o novo problema quadratico.
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O algoritmo basico de Programacgao Quadratica Sequencial

Dados: (x°,A%) € R" x R™
k=0
ENQUANTO V4 (xk, AK) #£ 0
Resolva o subproblema quadratico,
obtendo uma solugéo primal-dual (a*,&F)
Faga x**1 = xk 4 gk
Defina A1 = Ak - EF
k=k+1
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Solugao primal-dual (d¥,&¥) do subproblema quadratico

Subproblema quadratico

1
minimizar £(x*, %) + V, 00k, M) T d + EdTB(xk, A)d
sujeitoa  A(x)d + c(x¥) =0,

Condicdes de otimalidade (KKT) do subproblema
B(xX* M)d+AGNTE = V. 0(x* )

A(xK)d —c(x).
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Convergéncia local

Seja (x*,A*) uma solugao primal-dual do problema original.

@ As fungdes V2f e V2¢;, i =1,...,m, sdo lipschitzianas em uma
vizinhanga de x*.

@ A Jacobiana das restrigdes, A(x"), tem posto linha completo e a
Hessiana parcial B(x*,A*) é definida positiva no espago nulo de
A(x*), isto é, d" B(x*,A*)d > 0 paratodo d # 0, d € N(A(x*)).
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Resultados de convergéncia local

Existe uma vizinhanga V; de (x*,A*), tal que se
(xk,A¥) € V1, o sistema KKT do subproblema
quadréatico tem uma unica solugéo (d*,&F).

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 8 - Métodos com restrigoes 9/31



Resultados de convergéncia local

Existe uma vizinhanga V; de (x*,A*), tal que se
(xk,A¥) € V1, o sistema KKT do subproblema
quadratico tem uma Unica solugdo (d*,&F).

Teorema

Existe uma vizinhanga V de (x*,1*), tal que se (x?,A%) €V, 0
Algoritmo de PQS esta bem definido e, se o critério de parada
n&o for satisfeito, gera uma sequéncia (x*,1*);x que converge
quadraticamente para esta solucao.
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Outra interpretacao

Condicdes de otimalidade (KKT) do subproblema

B(xK ANd +AGNTE = —V0(xA%)
A(x*)d = —c(x).
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Outra interpretacao

Condicdes de otimalidade (KKT) do subproblema

B(xK ANd +AGNTE = —V0(xA%)
A(x*)d = —c(x).

Faca u = &+ A%,

Bk Ad+ VIR +AK) Ty = 0
{A(xk)d—l—c(xk) = 0,
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Condicdes de otimalidade (KKT) do subproblema

B(xK ANd +AGNTE = —V0(xA%)
A(x*)d = —c(x).

Faca u = &+ A%,

Bk Ad+ VIR +AK) Ty = 0
{A(xk)d—l—c(xk) = 0,

que representa as condicoes de otimalidade do problema quadratico

minimizar  f(x*) + Vf(xk)Td + %dTB(xk, Ad
sujeitoa  A(x)d +c(xk) = 0.
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Outra interpretacao

Condicdes de otimalidade (KKT) do subproblema

B(xK ANd +AGNTE = —V0(xA%)
A(x*)d = —c(x).

Faca u = &+ A%,

Bk Ad+ VIR +AK) Ty = 0
{A(xk)d—l—c(xk) = 0,

que representa as condicoes de otimalidade do problema quadratico

minimizar  f(x*) + Vf(xk)Td + %dTB(xk, Ad
sujeitoa  A(x)d +c(xk) = 0.

Interpretacao: Minimizamos a cada iteragao um modelo quadratico da fungao

objetivo, sujeito a linearizacdo das restricdes. Mas na Hessiana do modeCIEc')\J e
incorporamos informagdes sobre a curvatura das restrigoes. 4= Learning’
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Discussao

Hessiana do modelo precisa incorporar informagdes sobre a curvatura das
restricoes.

Subproblema quadratico

minimizar  f(xf) + Vf(xk)Td + %dTB(xk,kk)d
sujeitoa  A(x)d +c(xk) = 0.
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Discussao

Hessiana do modelo precisa incorporar informagdes sobre a curvatura das
restricoes.

Subproblema quadratico

minimizar  f(xf) + Vf(xk)Td + %dTVZf(xk)d
sujeitoa  A(x)d +c(xk) = 0.

O algoritmo pode nao funcionar bem como mostra o préximo exemplo.
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Problema

2
minimizar f(x) = —% +2x;

sujeitoa  c(x) =x2+x3—1=0,

1.

Solugdo: x* = ( 0 ) com multiplicador A*

—1
Ponto corrente: x = 5 com & > 0 suficientemente pequeno
Tl V182 ) peq .

Calcule o novo iterando supondo que o passo foi obtido por:
e PQS.

@ minimizacao do subproblema em que o modelo é o polinémio de Taylor

de ordem 2. Note que neste caso, o0 novo ponto se distancia da solugao.
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Resolugao por Programacao Quadratica Sequencial

Subproblema quadratico - PQS

1
minimizar > (d? +2d3) — 8d; + 2d>
sujeitoa &d; — V1 —&*d, =0, =0
cuja solucao é o vetor -
(VI=82=2)8 [ VI— ’
pas = 1+ 82 ) ' ’
Neste caso, ‘
1.5
X+ dpgs —x"[| 1
[l — |2 2
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Resolugao com modelo obtido por Taylor

Subproblema quadratico

d2
minimizar — 71 —0dy +2d>

sujeitoa dd; —v1—93%*d, =0 |
Pelas condigbes de KKT do problema, temos
0.5f
20 5
d— V11— &2 o
2682 8?
1-8 V1-§ 05y
Para 9 suficientemente pequeno o ponto x -1r

fica muito préximo da solugdo x*. No entanto,

|lx+d—x*|| ~ 2[]x—x*|. 5% CENGAGE
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O problema geral

minimizar  f(x)
sujeitoa cz(x) =0
cr(x) <0

o fcii:R" sRe(C?icecEUI
e m=card(EUI)
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Medida de inviabilidade

Considere a fungéo ¢t : R” — R™ dada por

c;r(x)z{ ci(x) seicE J

max{0,c;(x)} se i€l

e a medida de inviabilidade /# : R” — R dada por

hx) =@l |
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Medida de inviabilidade

Considere a fungéo ¢t : R” — R™ dada por

c;r(x)z{ ci(x) seicE J

max{0,c;(x)} se i€l

e a medida de inviabilidade /# : R” — R dada por

hx) =@l |

Penalidade Exata
h(x) = 0 <= x é viavel
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Critério de aceitacao do passo

@ Duas fungdes a serem minimizadas:
e funcao objetivo f
o medida de inviabilidade A
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Critério de aceitacao do passo

@ Duas fungdes a serem minimizadas:
e funcao objetivo f
o medida de inviabilidade A

@ Algoritmo iterativo: gera uma sequéncia de pontos

ponto corrente x |
!

ponto tentativo x™ ]
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Critério de aceitacao do passo

@ Duas fungdes a serem minimizadas:
e funcao objetivo f
o medida de inviabilidade A

@ Algoritmo iterativo: gera uma sequéncia de pontos

ponto corrente x |
!
ponto tentativo x™ ]

!

Como decidir se x* é melhor que x? J
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Critério de aceitacao do passo

@ Duas fungdes a serem minimizadas:
o fungao objetivo f
o medida de inviabilidade &

@ Algoritmo iterativo: gera uma sequéncia de pontos

ponto corrente x J

!
ponto tentativo x™ ]
!
Como decidir se (f(x™),h(x")) é melhor
que (f().A(x))? J
i
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Métodos de Filtro

o Fletcher e Leyffer (2002) h
@ Conjunto de pares (F'.1) Ve 59))
F:{(fj,]’l]), j:l,...,nF} (fj,hj)
k hlc
@ y é proibido pelo filtro se o par (5,15 7
(f(y),h(y)) for dominado por algum (f4nH
elemento de F' P

Definigao
(f(v),h(y)) é dominado por (f(x),h(x)) < f(v) = f(x) e h(y) = h(x).
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Diferentes filtros

Filtro Original (Fletcher e Leyffer, 2002)

Ry = {x € R"| f(x) > f(x) — ah(x/) e h(x) > (1—)h(x’)}
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Diferentes filtros

Filtro Original (Fletcher e Leyffer, 2002)

Ry = {x € R"| f(x) > f(x) — ah(x/) e h(x) > (1—)h(x’)}

Filtro Inclinado (Chin, 2003)

Ry = {xeR"| f(x) > f(x)) —ah(x) & h(x) > (1—a)h(x))}.
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Filtro permanente e temporario

e Filtro permanente: F = {(f*,h"), (f/,h’),(f!,h)}
e Filtro temporario: Fy = F U { (f*,h*)}

h4 ha
f f
Original Inclinado
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Algoritmo geral de filtro

Dados: X’ € R", Fy =0, Fo =0, € (0, 1).
k=0
REPITA
Defina i, = F, U {(f*,h*)} e
T = Fe U R, com R, original ou inclinado
Passo:
SE x¥ é estacionario, pare com sucesso
SENAO, calcule X* ! ¢ 7;.
Atualizagao do filtro:

SE f(¥*) < f(x"),
Fepir=F, Fini =% (iteragdo f)
SENAO,
Fev1 =Fe Frev1 = T (iteragao h)
k=k+1.
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Caso em que o ponto corrente é viavel

Se x* é viavel, entdo qualquer x ndo proibido deve satisfazer f(x) < f(x").
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Tipos de iteragao

Iteragdo do tipo f Iteragao do tipo A
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Tipos de iteragao

h h
f f'
Iteragdo do tipo f Iteragao do tipo A
O filtro permanente
nao muda
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Tipos de iteragao

I n
f f'
Iteragdo do tipo f Iteragao do tipo A
O filtro permanente O filtro temporario
nao muda torna-se permanente
~'. CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 8 - Métodos com restrigdes 24 /31



Tipos de iteragao

I n
f f'
Iteragdo do tipo f Iteragao do tipo A
O filtro permanente O filtro temporario
nao muda torna-se permanente
~'. CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 8 - Métodos com restrigdes 24 /31



Tipos de iteragao

I n
f f'
Iteragdo do tipo f Iteragao do tipo A
O filtro permanente O filtro temporario
nao muda torna-se permanente
~'. CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 8 - Métodos com restrigdes 24 /31



O algoritmo esta bem definido

Para todo k € N tal que x* é nao estacionario, as seguintes
afirmacoes séo validas:

(i) W/ >0, paratodo j € N tal que (f/,h/) € Fy;
(ii) Existe x**! ¢ .
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Altura do filtro

v =min {1, min {(1 —a)h’ | (f7,n’) EFk}}J
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Convergéncia global

@ A sequéncia (x*) permanece em um conjunto convexo e compacto
X CR™
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Convergéncia global

@ A sequéncia (x*) permanece em um conjunto convexo e compacto
X CR™

@ Asfungoes f,c;, i € EU I, sao duas vezes continuamente diferenciaveis.
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Convergéncia global

@ A sequéncia (x*) permanece em um conjunto convexo e compacto
X CR™

@ Asfungoes f,c;, i € EU I, sao duas vezes continuamente diferenciaveis.

@ Dado um ponto viavel ndo estacionario ¥ € X, existem M > 0 e uma
vizinhanca V de  tal que se x* € V, entdo

FOE) = £ > Mg,

onde vy = min{1,min {(1 — o)k’ | (f/,h’) € F;}} é a altura do filtro.
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Convergéncia global

Resultados sobre viabilidade

o Existe um conjunto infinito N' < N tal que h(x*)50.
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Convergéncia global

Resultados sobre viabilidade

o Existe um conjunto infinito N' < N tal que h(x*)50.

@ Se o filtro inclinado for usado, entéo A(x*) — 0, ou seja,
qualquer ponto de acumulagdo da sequéncia (x*) é viavel.
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Convergéncia global

Considere o conjunto das iteragdes i dado por

K= {k eN| (fk, hk) é adicionado ao filtro} .

Se X € X é um ponto néo estacionario, entdo nenhuma
subsequéncia de (x*)c x, converge para .

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 8 - Métodos com restricoes 29/31



Convergéncia global

Considere o conjunto das iteragdes i dado por

K= {k eN| (fk, hk) é adicionado ao filtro} .

Se X € X é um ponto néo estacionario, entdo nenhuma
subsequéncia de (x*)c x, converge para .

Interpretacao: em uma vizinhanca de ¥, toda iteragao k € do tipo f.

~ » CENGAGE
= Learning

Ademir Alves Ribeiro, Elizabeth Wegner Karas Otimizagao Continua Capitulo 8 - Métodos com restricoes 29/31



Convergéncia global

Teorema

A sequéncia (xk) gerada pelo algoritmo de filtro tem um ponto de
acumulacio estacionario.
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