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Capitulo 1

Conjuntos de Julia e Mandelbrot

Amanda Cristina Foetsch
Bianca Elena Wiltuschnig
Marcel Thadeu de Abreu e Souza
Matheus Daniel Galvao de Melo

1.1 Contextualizacao histdrica

1879 - Cayley trabalhou em um precursor dos fractais modernos.

Os formatos descobertos pela primeira onda de tedricos dos fractais incluiam cur-
vas enrugadas e “curvas monstro”, que tinham anteriormente sido desconsideradas por
serem consideradas exemplos patoldgicos de curvas. O estudo dos fractais, que eram
muito irregulares para serem descritos usando geometria euclidiana padrao, foi guardado
e esquecido por um tempo.

1904 - Von Koch cria sua curva do floco de neve.

A curva do floco de neve, ou floco de neve de Koch, foi desenvolvida pelo ma-
tematico sueco Niels von Koch (1870 - 1924). O floco de neve de Koch é um exemplo de
um fractal, um dos primeiros a serem definidos.

1915 - Sierpinski cria o triangulo de Sierpinski.

O triangulo de Sierpinski foi descrito pela primeira vez pelo matematico polonés
Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), na forma de uma curva matematicamente definida em
vez de uma forma geométrica, também um exemplo de fractal.

1918 - Hausdorff intruduz o conceito de dimensao fracionaria.

O modo pelo qual Felix Hausdorff examinou a dimensao tinha a ver com escala.
Se uma linha é ampliada por um fator de 3, ela é trés vezes mais comprida do que era
antes. Como 3 = 3! uma linha ¢ dita ter dimensao 1. Se um quadrado sélido é ampliado
por um fator de 3, sua drea é 9 vezes o seu valor anterior de 32, entdao a dimensao é
2. Contudo, podemos nao ter a mesma base, e assim a dimensao de D resulta em um
numero fracionario. Um modelo famoso de geometria em dimensao fracionaria é o floco de
neve de Koch, por exemplo, se a unidade basica da curva de Koch for ampliada em uma
escala de 3, ela se torna 4 vezes mais longa do que era antes, assim D ¢é tal que 4 = 37,
ou seja, D = 1,262. Por outro lado, por ser uma curva, o floco de neve de Koch teria
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dimensao 1. Com os fractais frequentemente ocorre que a dimensao de Hausdorft é maior
que a dimensao comum. Posteriormente, Mandelbrot usa a dimensao de Hausdorff para
caracterizar a definicao de um fractal como sendo um conjunto de pontos cujo valor de D
nao é um numero inteiro, dimensoes fracionarias se tornaram a principal propriedade dos
fractais.

1919 - Julia e Fatou investigam estruturas fractais no plano complexo.

Ambos os matematicos trabalharam com estruturas parecidas com os fractais em
planos complexos de forma independente nos anos que se seguiram a Primeira Guerra
Mundial. As curvas por eles estudadas nao eram chamadas de fractais ainda e elas nao
possuiam forma definida, devida a auséncia de equipamento tecnolégico que possibilitasse
a visualizacao de seus formatos.

1975 - Mandelbrot introduz o termo fractal.

E apanas na segunda metade do século XX que acontece a invencao e o desenvol-
vimento dos computadores, tornando possivel a visualizacao dos fractais que eram apenas
teoria até entao. Os computadores tornaram possiveis a producao de figuras a partir de
dados, mostrando a beleza dos fractais e tornando mais acessivel o estudo de suas pro-
priedades. O matemético polonés Benoit Mandelbrot (1924 - 2010) juntou os exemplos
anteriores de fractais, deu a eles o nome oficial de fractal e definiu suas condic¢oes, dentre
elas que fractais geralmente tém uma dimensao de Hausdorff diferente de sua dimensao
topolodgica real. Mandelbrot explorou também a presenca dessas estruturas fractais tanto
no mundo natural, quanto nos sistemas artificiais como a economia, e determinou que eles
sao um modelo muito comum, encontrados mais frequentemente do que simples estruturas
da geometria euclidiana. Enquanto que a geometria euclidiana trata de suavidade, o que
raramente se encontra na natureza, os fractais podem expressar a qualidade rude do uni-
verso real. Ha muitas formas quase fractais na natureza, incluindo flocos de neve, arvores,
galaxias, ramificagoes dos vasos sanguineos, nuvens, montanhas, o formato dos litorais,
etc. Assim, o termo fractal foi usado também para descrever qualquer forma que tenha
uma estrutura intrincada, independentemente do quanto a ampliemos. Examinando a
historia, Mandelbrot descobriu que mateméticos como Henri Poincaré e Arthur Cayley
tiveram breves lampejos da ideia dos fractais cem anos antes dele, porém eles nao tinham
o poder computacional para investigar as questoes mais a fundo. Os trabalhos de Gaston
Julia e Pierre Fatou também foram ressuscitados com a popularizacao do estudo dessas
estruturas tao interessantes. Em 1979, Mandelbrot descobre e descreve matematicamente
o conjunto de Mandelbrot, um exemplo de fractal muito conhecido nos dias de hoje.

1.2 Conjunto de Julia

Consideremos uma fungao do tipo f.(z) = 22 + ¢, em C. O Conjunto de Julia,
que depende do ¢ = p+ ¢qi da funcgao, é o conjunto fechado que é fronteira tanto da bacia
de confinamento quanto da bacia de atracao do infinito, e também compreende o fecho
do conjunto dos pontos periddicos repulsores da funcao f.. O Conjunto de Julia é um
conjunto instavel pois qualquer vizinhanca de um ponto desse conjunto contém pontos
com Orbitas de comportamento diferente. Esse conjunto também é por si s6 um exemplo
de fractal, pois ele assume a forma intricada de um fractal na maioria dos casos (exceto
parac=0e c= —2).
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1.3 Conjunto de Mandelbrot

Consideramos uma familia de fungdes f.(2) = 2?+c¢, que tem parametro ¢ = p+qi,
e calculamos as dérbitas da origem para cada valor de c¢. Assim, o conjunto dos pontos
¢ para os quais as Orbitas da origem de f. sao confinadas é o Conjunto de Mandelbrot,
que podemos expressar na notagao de conjunto como M = {c¢ € C;|f*(0)| < 2}. HA&
uma correspondencia morfologica entre cada ponto ¢ do Conjunto de Mandelbrot com o
Conjunto de Julia de f., o formato do Conjunto de Julia com o ¢ correspondente muda
de acordo com a regiao na qual ¢ estd no Conjunto de Mandelbrot. Além disso, ontos
que pertencem ao conjunto de Mandelbrot geram Conjuntos de Julia conexos e pontos
no exterior do Conjunto de Mandelbrot geram Conjuntos de Julia desconexos (poeiras de
Cantor).

1.4 Geogebra

O Geogebra é uma ferramenta pratica para ser usada em sala de aula. E um soft-
ware de matemaética que reuni Geometria, Algebra, Calculo, Probabilidade e Estatistica.
Vamos ver agora uma maneira de plotar o conjunto de Mandelbrot e de Julia. Utilizamos
o Geogebra Classico 5 versao 5.0.564.0-d (22 October 2019) disponivel para download no
site www.geogebra.org .

1.4.1 Conjunto de Mandelbrot

Vamos ver agora uma forma de saber quais do valores da Janela Grafica do
Geogebra pertecem ou nao ao Conjunto de Mandelbrot, de forma aproximada. Primeiro,
no Geogebra, vamos exibir a planilha de cdlculo do Geogebra. Devemos clicar no menu
Exibir e escolher a opcao Planilha, como na Figura ?7.

R

Figura 1.1: Planilha

Na Entrada vamos digitar um nimero complexo qualquer, com parte imagindria
e real diferente de zero, apenas para poder obter um valor numérico (diferente de zero)
em ambas as coordenadas. Escolhemos o numero 1 + i. Ao digitar o mesmo nimero
na primeira célula Al (digitamos = 1 + i), obtemos o valor na tela. Se arrastarmos o
valor na Janela Gréfica, o nimero da célula muda. O ntmero da célula Al corresponde
a constante ¢ da equagao f.(z) = 2% + ¢. Vamos calcular a drbita do 0. Temos que

Al = f(0)=0"4+c=c

A2 = f(0) = [e(fe(0)) = fele) = ¢ + e = (A1)* + Al
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3= f(0) = LU2(0) = L +¢) = (@ + 0 e = (A2 4 A1
Ad = fH0) = f(f2(0) = fu((P+c)? +¢) = (P + )+ +c= (A3)* + Al

A25 = f35(0) = (A24)* + Al

Na célula A2, entao, vamos digitar “= A2 + A$1”. O simbolo $ tem a funcao de deixar
o valor da célula Al para calculos em outras células. Obtemos os outros elementos da
6rbita do zero copiando o conteido de A2 nas células A3 até A25. Quando o nimero da
célula é muito grande, aparece o simbolo 7+7i na célula correspondente.

Queremos saber apenas se o nimero Al pertence ao conjunto de Mandelbrot, os
demais podemos selecionar, clicar com o botao direito e clicar na op¢ao Esconder Objeto.

Para saber se o niimero pertence ou nao no conjunto de Mandelbrot, vamos usar
uma funcdo test(x) = (r == x), que vai testar se a varidvel é o valor de fato ou apenas
uma aproximacao do real valor. Vamos testar a ultima célula (A25), e, caso o teste seja
verdadeiro, o valor Al pode estar contido no conjunto de Mandelbrot, caso seja falso,
o numero nao esta contido no conjunto. Colocamos a fungao test(zr) = (z == x) na
entrada, como na Figura ??.

Entrada: test(x)= (x==x)|

H 2 Digite aqui para pesquisar E

Figura 1.2: Funcao test(x)

Portanto

e Quando o ponto vai para o infinito, vamos colorir de vermelho;

e Quando o ponto fica no conjunto, vamos colorir de preto.

Para fazer isso, clicamos com o botao direito na primeira célula, Al, e clicamos
em Propriedades, abrindo a janela da Figura 77 abaixo e clicamos em Avancado.
)

nnnnnnnnn

Figura 1.3: Propriedades
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Abrindo a janela, obtemos uma péagina como da Figura ?7. Como referido, na
janela “Vermelho” colocamos a ordem “Se[test(A25), 0, 1]”, e nas janelas “Verde” e
“Azul”, colocamos 0. Isso significa que, caso seja verdadeiro o teste em A25, o nimero da
célula Al terd cor [0, 0, 0] (preto), e caso seja falso o teste em A25, o nimero da célula
Al terd cor [1, 0, 0] (vermelho).

* Propriedades - NOmero Complexo A11 +i X
HlaiTEBE: @
Basico Cor Estilo
Algebra Avancado Programac&o

Condicao para Exibir Objeto(s)

Cores Dindmicas

@"also
Vermelho: | Seltext(A25), 0, 1]
Verde: |0 verdadeiro
Azul: (0|
RGB

Camada: | 0 ~

Descricdo: | Modo Automatico ~

e e

Figura 1.4: Avancado

Com o botao direito, clicamos no nimero da célula A1l visivel na Janela Grafica
e selecionamos a op¢ao Habilitar Rastro. Selecionando a op¢ao do Mouse na barra inicial,
clicamos no valor de Al e arrastamos, obtendo a Figura ?77.

Figura 1.5: Avancado

Seria legal ter um pincel maior, nao? Para isso, clicamos na célula B1, e colocamos
nela “= A140.01”. Selecionamos as células A2 até A25 e colamos na célula B2, obtendo
a planilha como na Figura ?7?.



Conjuntos de Julia e Mandelbrot 6

~ Planilha

Sln o [BEE S [E
A B

c [ b E F
1 091+05%i [09+05
2| -043-048i|042-0..
ED 0.95+1i | 098+ 1i
[a] 4-1321 [ -0.99-1
s 1ss+322i-165+3
6 -8s54-1011i 852-1.
[ 7 | -3024+17335i [ 3023+
8 | -20136.01-104 | -29136-

9 | 73887353471 . | 7389735
| 10 | 172787845010.. | 1727878..
11 | -735540810391... | 735540
[ 12 | 519607634303 | 5196076
13 | 207308946560, | 2973089
14 | -258781516624.. | 258781

15 -9 -9
[16 | oo o9
[17 | 22 220
|18 | [T 2.9
19 2% 2.9
[20 | oo o9
[21 | 22 220
[22 | oo 290
|23 2% 2%
24 2 _9i 2_9i
<

Figura 1.6: Planilha B

Agora, copiamos a coluna B toda e colamos nas colunas seguintes, até a coluna
J, como na Figura 77.

ta0 X[~ Pianina
SAln B EESY |HY
amp 1 A | 8 [ ¢ | o | € F c [ w [
selecionei todad as | 1] 0910560905, 089 +0.. | 088 +0.. D& -(.. 05 +0.. 085+0.. 484+0.. | 083+0. [0E210
e | 2 [-043-048i -042-0.-041-0|-04-0487 -039-0. -038-0.. 037-0.. -036-0. -035-0. -034-0
células e também | 3 | 085417 094+17| 003411 09240 091417 09+1| 089+ 08B+ 087 +1i| 08610
4 -1-1.32i | -099-1 -0.98-1 -097-1 -096-1 -0.95-1 -0.94-1 -0.93-1 -0.92-1 -0.91-1
e cscondi oS obj@tos | 5 |-166+3231| 165+3_ | 164+3 | 163+3 | 162+3_ | 16143 |16+32 | 150+3 | 158+3 | 157+3
i | 6 |854-10.11i| B53-1.| B52-1.| -B51-1. | -85-10.. -849-1. 848-1.| B47-1. -Bd6-1.| -B45-1
depols‘ 0a | 7 |24+17335i| 3023+ -3022+..| -3021+. | -302+1. 3019+ B0.18+..| -30.17+.. -30.18+..| -30.15+
| & [3601-104..| 20136-.. 29135.0.. | 201359.. | -201350.. -201350.. -201250.. -201360.. -201369..| 201352
TQ735347‘\ 7389735, 7389735, 7389735, 7389735, 7389735, 7389735, 7389735, 7389735, 7389735,
2 z, E7ﬂ7545§10 1727878. 1727878. 1727878, 1727878. 1727878. 1727878. 1727878, 1727878, 1727878,
° 11 /540810391...| -785540.. | -785540... | 785540... | -785540...| -785540... | -785540.. | -785540.. | -785540...| 785540
= " " i PR R -5 o | 12 697634303 | 5196976, | 5196976.. | 5196076.. | 5196976... 5196976... 5196976... 5196976, 5196976.. 5196976
13 [308946569...| 2073080... | 2073009... | 2973089... | 2073089...| 2973089... | 2973089.. | 2973089... | 2973089...| 2973089,
02 T?EWEWEEZG -258781 -258781 -258781 -258781 -268781 -268781 -268781 -258781 -258781
15 2.2 2.2 2.4 2-a 2.9 2% 2% 721 72t 2.0
[ 16 | 2.9 2.5 2.3 2.3 2.7 2.7 2.7 2.0 7.0 290
s 17 | PR 2.9 2.9 2.9 291 291 290 29 29 2 a1
- (18 | ER RS ERs ERs ERE ER ER EReY EReY P
N | 10 | 2.9 ER 2.9 2.9 2.9 2.0 [ 2.0 7290 2 9
| 20 | 7.9 7.9 7.9 7.9 7.9 7.0 7.0 7.1 7.0 270

Figura 1.7: Planilha B

Deixamos apenas a linha A com os objetos visiveis, os demais selecionamos e
escondemos os objetos. Selecionamos a linha A e colocamos os comandos de cores,
igual fizemos na Figura ??, lembrando que na célula Bl colocamos na parte “Verme-
Tho” “Seltest(B25), 0, 1]”, os demais colocamos 0, na coluna C'1 colocamos na parte
“Vermelho” “Seltest(C25), 0, 1]”, os demais colocamos 0, e assim sucessivamente.

Selecionando a opgao do Mouse na barra inicial, clicamos no valor de Al na
Janela Grafica e arrastamos ele por toda parte onde sabemos que existe o conjunto de
Mandelbrot, ou seja, para parte real entre |z| = 2 e parte imagindria |y| = 1. Obtemos a
Figura 77.
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Figura 1.8: Conjunto de Mandelbrot

Caso queira obter maior precisao, pode-se aumentar o nimero de iteragoes para

mais de 25. Um pincel maior também pode ser feito, apenas aumentando o nimero de
colunas da planilha.

1.4.2 Conjunto de Julia

O primeiro passo ¢ digitar na entrada o ponto ¢ escolhido da fungao geradora do
Conjunto de Julia f.(z) = 2? + ¢, conforme a Figura ??.

Entrada: c=0.27334 - 0.00742 |

Figura 1.9: Escolha do ponto ¢

Para o exemplo que faremos aqui, tomaremos ¢ = 0,27334—0, 00742z, no entanto,
a escolha para o ponto c é livre, pode ser qualquer ponto no plano complexo.

Depois de tomado ¢, é indicado que o oculte, isto pode ser feito indo na janela de
algebra e desmarcando a opcao “Exibir Objeto”, conforme na Figura ?7.

@ GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

5] AL S el N =

» Janela de Algebra Ed ‘ » Janela de Visualizagio
® c=0.27334-0.0074™

Nimero Complexo ¢

Exibir Objeto
Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

\P

Renomear

< e

Apagar

Propriedades ..

o

Figura 1.10: Escolha do ponto ¢
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Feito isto, agora para o préoximo passo devemos abrir a planilha. Para isso,
clicamos em Exibir e marcamos a opgao Planilha, conforme a Figura ?77?.

73 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

: Janela de Algebra Cirl+Shift+A |, a=2
. . 2" Pianilha Ciri+Shift+8 N\, ", ‘_I-'

} Janelade Al 1= Calculo Simbdlico (CAS) Ctrl+Shift+K

©=027334 @ Janela de Visualizagio Ctri+Shift+1
j\‘ Janela de Visualizacdo 2 Ctrl+Shift+2
A Janela de Visualizagio 3D Cirl+8hift+3
= Protocolo de Construgio Ctrl+Shift+L.
<& Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
II‘ Teclado
~ Campo de Entrada
4 Layout..
@ Atualizar Janelas Clrl+F

Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R

-7 -8 = -4 -3 -2 il

Figura 1.11: Abrindo a planilha

Agora, na coluna A linha 1, digitaremos um ponto do plano complexo qualquer
que possa ser visualizado na Janela Grafica, por exemplo, 1 4 ¢, conforme a Figura ?77.

# | * Planilha
SN B E E S
A B |
1 [1+1i
2
3
4
5
]
7
8
g
10
12 11

Figura 1.12: Digitando A1l

Depois disso, calcularemos os pontos da orbita do niimero na célula Al, calcula-
remos os primeiros 25 elementos da orbita, no entanto, caso deseje obter maior precisao,
pode-se aumentar o nimero de iteracoes para mais de 25.

Os elementos das proximas células serao justamente os préximos elementos da
6rbita do ponto da célula Al, do seguinte modo:

Al
A2 = f.(Al) +c= (Al)* +¢
A3 = ch(Al) = fe(fe(AL)) = fo(A2) = A2+ C
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Ad = (A1) = £(fAD) = L(f2(AD) = £.(A2) = A* + ¢

A25 = f2°(A1) = (A24)* + ¢

Portanto, na célula A2, digitaremos A1? + ¢, conforme a Figura ?7.

# | * Planilha
SN [E]E
A
1 1+
2 |=A1M2+¢
3
4
5
6

Figura 1.13: Digitando A2

Para as proximas células da Coluna A, podemos preenché-las clicando com o
botao direito na célula A2 e em seguida “Copiar”. Apoés isso, para preenchermos as
proximas células automaticamente, selecionaremos todas as proximas células até a 25 e
clicaremos em “Colar”, conforme a Figura ?7.

X | = Pianilha
SLln BB EHEY B>
Al e [ c |
1 i
[2 |ozr3a..
ER
[ 4|
| s |
s |
7|
s |
| o |
T A3A25
BN
: P [ Copiar
|12 | ~ Colar
|13 [ cCortar
14 & Apagar
s Importar Arquivo de Dados
16
17 ¢ Opgbes da Planilha ...
[18 |
| 19 |
| 20 |
[21 |
[22 |
| 23 |
| 24 |
|25 |
26

Figura 1.14: Coluna A
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Os valores das proximas células serao, portanto, o valor da célula anterior ao
quadrado somado com ¢, e serdo as érbitas do ponto Al em relacao a f.(z). E a partir
disso conseguimos desenhar o conjunto de Julia. Um ponto pertencerd ao conjunto de
Julia se ele nao tender ao infinito conforme a fungao f.(z) + ¢ é iterada.

Como estamos trabalhando com 25 iteragoes, diremos que se na 252 iteragao o
ponto tiver valor absoluto maior que 2, ele diverge e portanto pintaremos de vermelho,
caso contrario, o ponto estd no conjunto de Julia e pintaremos de preto. Com apenas 25
iteragoes nao serd um desenho muito preciso do conjunto de Julia, mas podemos aumentar
o numero de iteragoes simplesmente aumentando o nimero de células na coluna A. Para
pintarmos deste modo, devemos habilitar o trago dinamico no ponto Al. Para tal, clicamos
com o botao direito na célula Al e clicamos em propriedades, conforme a Figura ?77.

~ Planilha

SLlv | EEEEY @
[T T R

1 | IPEPIE—— |

Nimero Complexo A1

B

Copiar

Colar

Cortar
4/ Apagar

Criar

Exibir Objeto
Al Exibir Rétulo

Gravar para a Planilha de Célculos

‘._‘|._.‘|_.‘|:\|(n|rn|-\l|/—n|rn|h.|l.z

.+ Propriedades
4 | 05432 .

=

Figura 1.15: Propriedades

Em seguida, vamos em Avancado, e colocaremos o comando que diz para pintar
de vermelho se o médulo de A25 for maior que 2, e pintar de preto caso contrario. Como
estamos no sistema de cores RGB, deixando 0 nas outras cores e 1 em vermelho, pintare-
mos de vermelho, se deixarmos 0 em todas as cores, pintaremos de preto. Disto, segue o
comando que pode ser escrito com: Se[abs(A25)<=2, 0, 1], conforme a Figura ?7?.

2 | * Planilha [X| | * Propriedades - Ndmero Complexo A1-0.22193 - 1.2¢
FACER Y =R o
A . )
Basico Car Estilo
1| -b221e A Algebra Avancado Programacio
2 -1.354+ . - ]
— Condicao para Exibir Objeto(s)
2 1.7858:
4 | 1.07757
5 | -29.071 Cores Dindmicas
i} 70357 Vermelho: |Se(abs(A25)= 2 0,1)
7 15427. Verde: |0
—| 8 -94938
[ B Azul: |0
9 | 900435
10 | 807525
L 641527 RGB ~
12 | 383985

Figura 1.16: Avancado

Apoés isso, podemos habilitar o traco do ponto Al. Conforme Al varia pelo
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plano, teremos uma aproximacao do Conjunto de Julia. Para maior precisao, é necessario
aumentar o numero de iteragoes.

Para pintarmos o Conjunto de Julia, precisaremos ficar arrastando o ponto Al
para que seja calculado a érbita de diferentes pontos Al, e assim avalie quais pontos
pertencem ao conjunto de Julia e quais nao. No entanto, para facilitar o trabalho, podemos
aumentar o tamanho do pincel de modo inteiramente analogo ao que foi feito com o
conjunto de Mandelbrot. Na célula B1, digitamos Al + 0.01, depois selecionamos todas
as demais células da coluna A e colamos embaixo de B1, conforme a Figura ?7.

X

~ Planilha

HIEREIEIEIEAA =R

A 8 [ c | o E
1| 039475 | 040475

~ Planilha
%UQE?+D fn 1 BEE|=~ | E-

Tnu AZA25 A B [ ¢ [ o E B
030475 0.40475

0.265+0

024503 B2B25

0.3088 +

0.36374 Copiar

X

Copiar
Colar
Cortar

4/ Apagar Objetos Colar

0.40435
043648

Caortar
Criar >
Apagar

‘m|m‘\‘|m‘m‘h‘w‘m|A

Exibir Objeto Importar Arquivo de Dados
A Exibir Rétulo

] Gravar para a Planilha de Célculos
14 |0

15 |o| - Propriedades
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Figura 1.17: Planilha

Para aumentarmos o pincel, repetimos o mesmo processo, fazendo C'1 = B1+40.01
e repetindo o processo de copiar as demais células de B nas outras células de C' abaixo de
C'1. Depois podemos estender ainda mais o pincel para outras colunas repetindo o mesmo
processo.

Segue o Conjunto de Julia esbocado pelo Geogebra para o ponto ¢ = 0,27334 —
0,00742¢ na Figura ?7.

Figura 1.18: Conjunto de Julia de ¢ = 0,27334 — 0,00742:
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O mesmo fractal, mas feito com mais iteragoes e precisao pode ser visto na Figura
??

Figura 1.19: Conjunto de Julia de ¢ = 0,27334 — 0,00742¢ com mais iteracoes

Para calcularmos outros Conjuntos de Julia, basta trocar o valor do ¢ inicial.

1.5 Explorador de Fractais

O Explorador de Fractais é um software criado utilizando o motor grafico Unity,
que tem o proposito de representar, em tempo real, os conjuntos de Julia e Mandelbrot
da funcao

f:C—=C
flz)=2"+c

Figura 1.20: Conjunto de Mandelbrot gerado no Explorador de Fractais
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1.5.1 Como utilizar o software?

O usudrio pode alterar os seguintes valores para gerar os fractais:
e A poténcia de z, isto é, o valor de n em f(z) = 2" + ¢
e O valor de c em f(z) = 2" 4 ¢ (no caso do conjunto de Julia)
e O nimero maximo de iteragoes
Além disso, o usuario pode realizar os seguintes comandos para navegar pelos fractais:
e Mover
e Rotacionar
e Aproximar / afastar (zoom)

e Trocar a paleta de cores

1.5.2 Fractais gerados pelo software

Veja alguns fractais gerados pelo Explorador de Fractais.

13

Figura 1.21: Conjunto de Mandelbrot de f(z2) = 2% + ¢
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Figura 1.22: Conjunto de Mandelbrot de f(z) = 2z* + ¢

Figura 1.23: Conjunto de Julia de f(z) = 2% — 1
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Figura 1.24: Conjunto de Julia de f(z) = 2% — 0,95 — 0, 4i

Figura 1.25: Conjunto de Julia de f(z) = 2% — 0,98 + 0, 3i

1.5.3 Por tras do software

A Unity é um motor de jogo que oferece aos usudarios a capacidade de criar jogos
e aplicagoes em tempo real. O Explorador de Fractais foi criado utilizando esse motor de
jogo. Os scripts foram escritos na linguagem C# e os shaders em HLSL.
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Veja a seguir os codigos-fonte dos shaders referentes aos conjuntos de Julia e

Mandelbrot.

Conjunto de Julia

// Julia.shader
Shader "Explorer/Julia"
{
Properties
{
// Propriedades do Shader
_MainTex("Texture", 2D) = "white" {}

_Color("Color Texture", 2D) = "white" {}

_MaxIter("Max Iterations", Float) =
_Power("Power", Int) = 2

_Area("Area", Vector) = (0, 0, 4, 4)
_Seed("Seed", Vector)

b
SubShader
{
Cull Off ZWrite Off ZTest Always
Pass
{
CGPROGRAM

#pragma vertex vert
#pragma fragment frag

#include "UnityCG.cginc"

struct appdata

{
float4 vertex : POSITION,;
float2 uv : TEXCOORDO;
+;
struct v2f
{
float2 uv : TEXCOORDO;
float4 vertex : SV_POSITION;
};
v2f vert (appdata v)
{
v2f o;
o.vertex = UnityObjectToClipPos(v.vertex) ;
o.uv = v.uv;
return o;
}

// Varidveis

(0.0, 0.0, 0.0, 0.0)
_Angle("Angle", range(-3.1415, 3.1415)) = 0
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float4 _Area;
float4 _Seed;
sampler2D _MainTex;
sampler2D _Color;
float _MaxIter;
float _Power;

float _Angle;

// Fungdo para rotacionar fractal
float2 rotate(float2 p, float2 pivot, float angle)

{
p —= pivot;
p = float2(p.x * cos(angle) - p.y * sin(angle), p.x *
sin(angle) + p.y * cos(angle));
p += pivot;
return p;
}

// Funcgdo que gera o fractal
fixed4 julia(float2 c, float2 z)

{
int iter;
for (iter = 0; iter < _MaxIter; iter++) {
z = float2(pow((z.x * z.x + z.y * z.y), (_Power / 2)) *
cos(_Power * atan2(z.y, z.x)), pow((z.x * z.x + z.y *
z.y), (_Power / 2)) * sin(_Power * atan2(z.y, z.x))) + c;
if (length(z) > 2) break;
}
float4 color = O;
if (iter < _MaxIter) {
color = tex2D(_Color, float2( (0.01f * _MaxIter) * (
(float)iter / (float)_MaxIter ) + _Time.x, 0.0f));
}
return color;
}
fixed4 frag(v2f i) : SV_Target
{
float2 ¢ = _Seed;
float2 z = _Area.xy + (i.uv - 0.5)*_Area.zw;
z = rotate(z, _Area.xy, _Angle);
return julia(c, z);
}

ENDCG
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Conjunto de Mandelbrot
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// Mandelbrot.shader
Shader "Explorer/Mandelbrot"
{
Properties
{
// Propriedades do Shader
_MainTex("Texture", 2D) = "white" {}
_Color("Color Texture", 2D) = "white" {}
_MaxIter("Max Iterations", Float) = 128
_Power("Power", Int) = 2
_Area("Area", Vector) = (0, 0, 4, 4)
_Angle("Angle", range(-3.1415, 3.1415)) = 0

}
SubShader
{
Cull Off ZWrite Off ZTest Always
Pass
{
CGPROGRAM

#pragma vertex vert
#pragma fragment frag

#include "UnityCG.cginc"

struct appdata

{
float4 vertex : POSITION;
float2 uv : TEXCOORDO;
};
struct v2f
{
float2 uv : TEXCOORDO;
float4 vertex : SV_POSITION;
+;
v2f vert (appdata v)
{
v2f o;
o.vertex = UnityObjectToClipPos(v.vertex);
0.Uuv = Vv.uv;
return o;
}

// Variaveis
float4 _Area;
sampler2D _MainTex;
sampler2D _Color;
float _MaxIter;
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float _Power;
float _Angle;

// Fungdo para rotacionar fractal
float2 rotate(float2 p, float2 pivot, float angle)

{
p —= pivot;
p = float2(p.x * cos(angle) - p.y * sin(angle), p.x *
sin(angle) + p.y * cos(angle));
p += pivot;
return p;
}

// Funcdo que gera o fractal
fixed4 mandelbrot(float2 c)
{
float2 z = c;
int iter;
for (iter = 0; iter < _MaxIter; iter++) {
z = float2(pow((z.x * z.x + z.y * z.y), (_Power / 2)) x
cos(_Power * atan2(z.y, z.x)), pow((z.x * z.x + z.y *
z.y), (_Power / 2)) * sin(_Power * atan2(z.y, z.x))) + c;
if (length(z) > 2) break;
}
float4 color = O;
if (iter < _MaxIter) {
color = tex2D(_Color, float2( (0.01f * _MaxIter) * (
(float)iter / (float)_MaxIter ) + _Time.x, 0.0f));

return color;

fixed4 frag(v2f i) : SV_Target

{
float2 ¢ = _Area.xy + (i.uv - 0.5)*_Area.zw;
c = rotate(c, _Area.xy, _Angle);

return mandelbrot(c);

b
ENDCG




