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1. TEMA: Triangulo de Sierpinski;
2. ANO A SER TRABALHADO: 1° ano do ensino médio;
3. DURACAOQ: Cinco aulas (duracdo de 45 minutos cada uma);
4. CONTEUDO:
e Progressado geométrica;
e Fractais;
5. OBJETIVOS:
5.1 Objetivos gerais:

e Competéncia de area 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos
matematicos para interpretar situacoes em diversos contextos, sejam atividades
cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questbes
socioeconbmicas ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a
contribuir para uma formacao geral;

e Competéncia de area 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito
de diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e

recursos, como observacdo de padrdes, experimentacoes e diferentes tecnologias,



identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracédo cada vez mais formal na
validacéo das referidas conjecturas.
5.20bjetivos especificos:
e |dentificar padrbes numeéricos ou principios de contagem;
¢ Resolver situagédo-problema envolvendo conhecimentos numeéricos;
e Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de
argumentos sobre afirmacdes quantitativas;
e Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de
espaco e forma;
e Resolver situacdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos
algébricos.
e |dentificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre
grandezas.
e Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a
construcéo de argumentacao.
e Identificar e associar progressbes geométricas (PG) a funcbes
exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades,

deducao de algumas férmulas e resolucéo de problemas.

6. DESENVOLVIMENTO

6.1 Conhecimentos prévios: Os alunos deverdo ter conhecimentos das principais
caracteristicas das progressodes aritméticas e geométricas

6.2 Encaminhamento metodolégico:

6.2.1 Primeira aula com duracao de 50 minutos: Sera uma aula de retomada de
conteudo sobre PA e PG. Essa aula sera feita no quadro com apresentacédo de
problemas para serem resolvidos. (Aqui estamos considerando que os alunos ja
tiveram as aulas necessarias para PA, PG, Funcgdo exponencial). Como a aula € de
resolucdo de problemas, no ANEXO 1, segue alguns modelos de exercicios que
serdo aplicados em sala de aula.

6.2.2 Segunda aula com duracdo de 50 minutos: Na segunda aula, seréo
apresentadas aos alunos as principais caracteristicas para se reconhecer um fractal

e como € construido o triangulo de Sierpinski. Porém, antes da apresentacao, os



alunos fardo um cartdo que utilizara esses conceitos. Abaixo segue o0
desenvolvimento da sequencia para a construcao desse cartéo.
6.2.2.1: Materiais:
e Papel sulfite;
e Papel cartéo;
e Tesoura,
e Cola;
e Régua;
e Lapis.
6.2.2.2: Passo a Passo:
e 1° passo: pegue uma folha de papel sulfite, de comprimento a e largura b,

conforme figura abaixo:

e 2° passo: dobre a folha ao meio, conforme figura abaixo:

e 3° Passo: Apo6s dobrar a folha corte-a ao meio, como mostra a figura abaixo:

e 4° Passo: Dobre a parte que foi cortada para dentro de si, veja abaixo:



e 5% Passo: Repita 0 processo descrito nos passos anteriores quantas vezes
forem possiveis.

e 6° Passo: Cole a folha sulfite em uma folha colorida de papel cartdo, para
obter o fundo do cartdo de Sierpinski.

Veja abaixo uma sequéncia de cartdes fractais Triangulo de Sierpinski, desde a

primeira a quarta iteracao.
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Apds a construcdo do cartdo, serd feita a seguinte apresentacéo:



GEOMETRIA FRACTAL

¢ Caracteristicas da Geometria Fractal;
* Conjunto de Cantor;
* Triangulo de Sierpinsk;

CARATERISTICAS DA GEOMETRIA FRACTAL

De acordo com Silva (2015), Fractal é uma palavra
que tem origem do latim, fractus ou fragere que
significa fragmentar, quebrar. Esse termo foi
usado, pela primeira vez em 1975, pelo
matematico polonés Benoit Mandelbrot (1924 —
2010) para nomear formas geométricas que
possuiam entre si uma caracteristica particular, a
auto-similaridade ou auto-semelhanga, diferentes
das tradicionais estudadas pela geometria
euclidiana.

* O termo fractal aplica-se, em geral, a
construgdes muito diversas, tanto formas
abstratas como formas encontradas na
natureza e que sdo objeto de estudo da fisica,
da geologia, da cristalografia e de outras
ciéncias (MURR, et al., 2005).

OUTROS FRACTAIS!
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Para Kenneth Falconer uma figura geométrica é considera
fractal se possuir:

v Estrutura fina em qualquer etapa: sucessivas
ampliagdes de um fractal geram mais detalhes,
indefinidamente;

v/ Nao pode ser representado por uma simples fungéo;

v Possui alguma espécie de auto-similaridade (obter
réplicas menores idénticas da figura através de sua
divisdo ou de sua ampliagdo) ou auto-afinidade (ndo ha
réplicas, as figuras sdo obtidas através de
transformacdes afins);

v Sua dimensdo fractal é estritamente maior que sua
dimensdo topoldgica;

v Em muitos casos tem uma lei de formagdo. Essa lei
representa o processo de repeti¢do em cada iteragdo.
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* Existem varias figuras matematicas que sao

fractais como, por exemplo, o triangulo de
Sierpinsk, a curva de Koch (ou floco de neve) e
a curva de Peano.

‘

Curva de Koch.

CONJUNTO DE CANTOR

* Georg Cantor (1845-1918), matematico com
nacionalidade alemd, foi o pioneiro nos

estudos conhecidos como Teoria dos
Conjuntos e em 1883, publicou no trabalho
Mathematische Annalen estudos sobre o que
hoje conhecemos como “Conjunto de Cantor”
ou “Poeira de Cantor” (BARBOSA, 2005, citado
por SILVA 2015).

* A CONSTRUGAO GEOMETRICA do conjunto de

Cantor é denominada Fractal do Tergo Médio
de Cantor e é construida, de acordo com Silva,
2015, da seguinte maneira:

1) Considera um segmento de reta;

2) Divida o segmento de reta em trés partes
iguais e exclua a parte central;

3) Repita o item 2 em cada um dos
segmentos e assim sucessivamente como na
figura abaixo:




—— —_— Adi do de h ia ou auto-similaridade é encontrada
no conjunto de Cantor e consiste em obter réplicas menores
da figura, quando de sua divisdo ou ampliagdo. Portanto a
—_— —— —— razdo de semelhanga considerando um segmento e dividindo
esse segmento em n partes iguais, é de:

n= D
Figura 1 - Conjunto de Cantor =2 = &
Fonte:http:/bibliotecadigital.ilce.edu. mx/sites/ciencia/vol . r=ea ra?ao de semelhanga,
umen3/ciencia3/147/htm/sec_5 htm D = dimensao espacial da figura, nesse caso D = 1;

. . Para isolar a variavel D, aplica-se a fungdo logaritmica /n
4) Considere o conjunto formado por todos os

pontos resultantes deste processo infinito. obtendo'aseguinte relaggo:

Inr

ATIVIDADE 1 - Lapis, papel e régua: Criar seu D= — =
n

conjunto de Cantor seguindo o exemplo acima.

P * Retira-se o triangulo invertido em relagdo ao
TRIANGULO DE SIERPINSK original e deixa os outros trés. Assim, repete-

se no passo seguinte o0 mesmo procedimento;

¢ De acordo com Bemfica e Alves, 2010, o
Triangulo de Sierpinski foi descoberto pelo
matemadtico Waclav Sierpinski (1882-1969).

Sua construgdo ¢é feita pelo processo de

remogao de triangulos.
Marca-se os pontos médios dos lados desses

triangulos equildtero, une esses pontos

originando quatro triangulos semelhantes 3 %

Propriedades Geométricas: Propriedades Geométricas:
* O processo de obtencdo desse fractal por
remogdo de tridngulos nos permite analisar o

* O fractal obtido é estritamente auto-
semelhante, ou seja, as partes da figura sao
copias reduzidas de toda a figura.

* Com o mesmo método foi provado o

nimero de tridngulos, o perimetro, e a drea da perimetro, logo a relagdo existente é a
figura obtida nos diferentes niveis de construgdo. seguinte:
3\
* Por inducdo finita, em Murr et al. 2005, foi Py =3<_) l
provado que a relagdo entre o nivel de 2

construgdo e o numero de tridngulos obtidos é

definida pela seguinte férmula: Onde,
N, = 3 Pk = Perimetro de cada triangulo no nivel k;
Onde, I =lado do triangulo equildtero;

Nk = nimero de cada tridngulos no nivel k;

B : k = nimero de nivel.
k = niimero de nivel;

Propriedades Geométricas:

* Considerando a drea do triangulo inicial como
uma constante, a drea do triangulo em cada
nivel ficou definido da seguinte maneira:

k
Se=(3) 4o
Onde:
Sk = Area de cada triangulo no nivel k;
Ao = Area inicial do triangulo;
k = nivel.

6.2.3 Terceira e quarta aulas com duracéo de 50 minutos cada uma: Essas duas
aulas serdo aulas praticas para a construcdo do triangulo de Sierpinski envolvendo
as regras de PA e PG para responder as perguntas abaixo:

SEQUENCIA DA AULA:

Primeiro momento (terceira aula): os alunos (com lapis, papel, régua e borracha) irdo

construir um triangulo de Sierpinski seguindo as regras abaixo:



1) Comece com qualquer triangulo em um plano. O triangulo de Sierpinski
candnico utilizava um triangulo equilatero com a base paralela ao eixo
horizontal, mas qualquer triangulo pode ser usado (ver primeira figura).

2) Encolha o tridngulo pela metade (cada lado deve ter metade do tamanho
original), faca trés copias, e posicione cada triangulo de maneira que encoste
nos outros dois em um canto (ver segunda figura).

3) Repita 0 passo 2 para cada figura obtida, indefinidamente (ver a partir da
terceira figura).
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Caso o colégio disponha de recursos computacionais, a construcdo do triangulo de

Sierpinski pode ser feita por um software de geometria dinamica. A utilizagdo de
recursos tecnolégicos pode ser uma alternativa para ajudar a tornar as aulas de
matematica mais estimulantes. Apresentaremos um tutorial para construcdo do

Tridangulo de Sierpinski no software de geometria dindmica Geogebra.

Comece a construcdo com a ferramenta poligono regular, escolha dois pontos na
janela de visualizacdo, ap0s isso coloque o numero 3 para indicar que deseja um
triangulo regular. Selecione a ferramenta ponto médio ou centro, selecione o
segmento AB, deste modo foi encontrado o ponto médio D. De forma analoga foram
encontrados os pontos E e F. Agora selecione a ferramenta poligono, e clique nos
pontos D, E e F, desta forma sera criado o poligono com o nome tl. Apds este
processo, cligue com o botdo direito em tl1, va em propriedades, cor e altere a
transparéncia para zero. Para sumir com 0s rotulos, ou seja, com 0s nomes dos
pontos, utilize o comando ctrl + A, que seleciona toda a figura, e clique com o botéao
direito, selecione a opgéo exibir rotulos, clique novamente com o botéo direito e
selecione novamente a opc¢éo exibir rétulos. Agora crie a ferramenta que ir4 repetir
sempre 0 mesmo padrdo. Selecione toda a figura utilizando ctrl + A, v4 em
ferramentas, clique em criar uma nova ferramenta, clique no botao “proximo” duas
vezes, e em Nome e icone mude o nome da ferramenta para Sierpinski, em seguida

cligue em concluido. Agora com a ferramenta ja criada, selecione a ferramenta



Sierpinski e os pontos Ae D, D e B e E e F. Deste modo sera obtida a iteracéo 2. De

modo analogo vocé podera obter as proximas iteracoes.

Figura 1 - Passos da construcao do Tridngulo de Sierpinski.
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Segundo momento (Quarta aula): Depois da construcéao do triangulo de Sierpinski e

discussoes feitas em sala de aula para entender as relacdées matematicas envolvidas
nessa criacdo junto com os conceitos de PA e PG, os alunos irdo responder as
seguintes questdes:

Questao 1: Escreva os 5 primeiros termos da sequéncia de numero total de
triangulos, ou seja, a sequéncia onde o primeiro termo indica a quantidade de
triangulos brancos no triangulo original, o segundo a quantidade de triangulos
brancos na segunda iteracdo, o terceiro a quantidade de triangulos brancos na
terceira.

Questao 2: Qual é o préximo termo da sequéncia?

Questao 3: O que acontece de um termo ao seu termo sucessor?

Questao 4: Se o processo continuar, quantos triangulos teremos no passo 10?
Questao 5: Agora, vamos analisar o numero total de triangulos em cada estagio.
Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia onde o 1° termo indica a
quantidade de triangulos no estagio original, o 2° termo indica a quantidade de
tridngulos brancos no estagio 1, e assim sucessivamente.

Questao 6: Qual é o proximo termo dessa sequéncia?

Questao 7: Quantos triangulos teremos se continuarmos 0 processo

indefinidamente?

6.2.4 Quinta aula com duracdo de 50 minutos: Para finalizar as aulas de
geometria fractal os alunos irdo resolver uma situacdo problema que envolve os
conceitos vistos para a constru¢cdo de um Fractal de Sierpinski. Nessa ultima aula,
depois de terem respondido as questdes na aula anterior, sera feito a seguinte

pergunta:

J& que o namero de triangulos é infinito, podemos dizer que a area pintada também

sera infinita?

O objetivo € gerar um conflito. Em geral, os alunos se espantam coma a ideia de que
a soma da area de infinitos triangulos ndo é um numero infinito. A discusséo sera da
seguinte maneira:

1) Construir uma tabela com as medidas do lado do triangulo branco (cm) e a

area de cada triangulo branco (cm2) em cada estagio. Segue modelo de tabela:



Estagio Medida do lado do|Area de cada triangulo

triangulo branco (cm) branco (cm?)

» Questionar o que acontece com a medida do lado do triangulo branco e com
a sua area em cada estagio;

» Calcular a area dos triangulos brancos nos seis primeiros estagios. O que
ocorre com a soma da area dos triangulos brancos a cada novo estagio.

» Calcular a area pintada nos seis primeiros estagios.

» Modelo da tabela final:

Estagio Area de cada | Quantidade de | Soma da area de
triangulo branco | Triangulos Brancos | cada triangulo
(cm?) branco (cm?)

» Concluir, com os alunos, que a cada novo termo a area se aproxima a area do

triangulo inicial;

e Feedback do que foi visto nas aulas anteriores. Sera feita uma retrospectiva
de todo o projeto instigando os alunos a apresentarem o cronograma que foi criado
durante as aulas, realizando as seguintes perguntas em sequéncia:

» Vocés ja tinham feito a relacdo entre PA e PG na sequencia de construcdo de

triangulos?

» Vocés ja tinham identificado a geometria fractal na vida real? Cite exemplos?

» Como foi para vocés essa oficina/aula?

» Voceés sentem que aprenderam PA e PG de uma maneira menor (ou pior) do

gue aprenderiam tivessem uma aula expositiva sobre o assunto?

7. RECURSOS: Papel sulfite; Régua; Tesoura; Compasso; Projetor;

8. APENDICES:

APENDICE 1 — MODELOS DE PROBLEMAS PARA RESOLUCAO

Atividade 1 - Encontre o termo geral da progresséao aritmética (PA) A= (3, 7, ...);




Atividade 2 - A soma dos 20 termos de uma PA é 500. Se o primeiro termo dessa PA

€ 5, qual é a razdo r dessa PA?

Atividade 3 - (UF — CE) A soma dos 15 primeiros termos de uma progressao
aritmética € 150. O 8° termo dessa PA é:

Atividade 4 - (Osec — SP) Um jardim tem uma torneira e dez roseiras dispostas em
linha reta. A torneira dista 50 m da primeira roseira e cada roseira dista 2 m da
seguinte. Um jardineiro, para regar as roseiras, enche um balde na torneira e
despeja seu conteldo na primeira. Volta a torneira e repete a operacdo para cada
roseira seguinte. ApGs regar a ultima roseira e voltar a torneira para deixar o balde,

ele tera andado:

Atividade 5 - (Vunesp) Vérias tdbuas iguais estdo em uma madeireira. A espessura
de cada tabua € 0,5 cm. Forma-se uma pilha de tdbuas colocando-se uma tabua na

primeira vez e, em cada uma das vezes seguintes, tantas quantas ja estejam na

pilha.
1
]
.1 e
] A7) e i
Pilha na 12 vez Pilha na 22 vez Pilha na 32 vez

Determine, ao final de nove dessas operacoes:

a) quantas tabuas tera a pilha;

b) a altura, em metros, da pilha.

Atividade 6 - Determine a soma dos 10 primeiros termos da PG (1, 3, 9, 27).
Atividade 7 - (ITA/2000) O valor de n que torna a sequéncia (2 + 3n; =5n; 1 — 4n)
uma progressao aritmética pertence ao intervalo:

a) [-2,-1]b)[-1,0]c) [0, 1] d) [1, 2] e) [2, 3]

Atividade 8 - (MACK) O sexto termo de uma PG, na qual dois meios geométricos

estao inseridos entre 3 e -24, tomados nessa ordem, é:

Atividade 9 - A soma dos infinitos termos da P.G (x/2; x2/4; x3/8; ...) é igual a 1/10.

Qual o valor de x?

APENDICE 2 - SEQUENCIA DO TRIANGULO DE SIERPINSKI E DA CURVA DE
KOCH



A L4
Ah A2

Triangulo de Sierpinski Curva de Koch
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